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Notación
Se usan unidades naturales ~ = 1 = c, donde ~ la constante de Planck reducida mientras
que c es la velocidad de la luz.
Usamos las siglas en Ingles CFT de Conformal Field Theory en vez de su traducción al
español que es Teoría del Campo Conforme.
Usaremos las siglas QCD para Quantum Chromodynamics en lugar de su versión en es-
pañol, la cual rara vez es usada en la literatura.
De la misma forma usamos las siglas en Ingles QFT de Quantum Field Theory en lugar
de su traducción al español Teoría Cuántica del Campo.
Usamos la palabra bulk en lugar de la traducción al Español bolsa. Esta se refiere al
interior de una variedad, cuya dinámica esta determinada por las ecuaciones de Einstein
(espacio-tiempo).
Otras de las palabras que dejamos en Ingles son background y ground. Por ejemplo usa-
mos la expresión métrica del background la cual se entiende como métrica no dinámica. Y
por supuesto la frase ground state que se refiere al estado basal, o estado no exitado.
Los siglas, AdS y SAdS son para denominar las expresiones Anti de Sitter y Schwarzschild
Anti de Sitter.
Abstract
The present thesis is based in the material previously published in [1, 2, 3], and it is
organized in the following way.
The second chapter is shown as the isometric group of the space time AdS is exactly
(isomorphic) match to the conformal group of the dual CFT theory. We present the precise
formulation of the duality AdS/CFT and we describe the behavior of a massive scalar field
in AdS space-time.
In chapter 3 we present solutions of black holes widely known in the literature, which
we will use in some later calculations to gain intuition, we explain the no-hair theorem and
two examples of exact black hole solutions that can evade this theorem. These results were
published in [4, 5].
Chapter 4 we present details of the methods of holographic renormalization and Ha-
miltonian formalism, which are applied in the development of the later chapters. For the
solution SAdS calculate the on-shell action and regularize, compare with the method of sub-
traction of the background. In the same way, we calculate the Brown-York stress tensor and
its holographic dual. The examples in this section are known results in the literature.
Chapter 5 is based on [3]. We investigated the boundary conditions of AdS in the presence
of a scalar field minimally coupled to gravity with conformal mass m2 = −2/l2, for non-
logarithmic and logarithmic branch. We calculate the on-shell action, we study the variational
principle and propose new counter-terms that regularize the action. We build the Brown-
York stress-tensor, calculate the stress tensor of the dual field theory and analyze the trace
anomaly. With the Hamiltonian method we calculate the gravitational mass and study under
what conditions the scalar field gives a contribution to the mass.
Chapter 6, is based on [1, 3], we describe the phase transitions of black holes with scalar
hair and horizons flat and spherical. We build the thermodynamic phase diagrams and discuss
their implications in the dual quantum field theory.
Finally in chapter 7 the conclusions and future directions of the work are presented.
Resumen
La dualidad AdS/CFT es una realización concreta del principio holográfico. Es una he-
rramienta muy eficaz para extraer información de teorías gauge fuertemente acopladas (en
d-dimensiones) de una teoría gravitacional clásica (en d+1 dimensiones). Los agujeros ne-
gros asintóticamente AdS juegan un rol importante en el entendimiento de la dinámica y
termodinámica de las teorías del campo holográficas duales. En particular, estos agujeros
negros son duales a los estados térmicos de la teoría del campo del borde.
Consideramos teorías de campos escalares mínimamente acoplados a la gravedad con
potenciales (escalares) no-triviales. Los campos escalares desenpeñan un rol importante en
cosmología para modelar la materia oscura, en física de altas energías la partícula de Higgs
es escalar. Calculamos la acción on-shell regularizada con el método de renormalización holo-
gráfica y de esta obtenemos las cantidades termodinámicas de soluciones exactas de agujeros
negros. Estudiamos los diagramas de fase de estos agujeros negros y sus interpretaciones en
la teoría del campo dual. Construímos el tensor de stress de Brown-York y calculamos la
masa (holográfica). A continuación, para una solución general, calculamos la masa holográ-
fica, la masa Hamiltoniana y vemos que concuerdan para cualesquiera condiciones de borde.
Estudiamos la anomalía de traza y su contribución no-trivial a la masa.
La presente tesis esta basada en el material previamente publicado en [1, 2, 3], y está
organizada de la siguiente manera.
El segundo capitulo se muestra como el grupo de isometría del espacio tiempo AdS es
exáctamente (isomorfa) el grupo conforme de la teoría cuántica dual CFT. Presentamos la
formulación precisa de la dualidad AdS/CFT y describimos el comportamiento de un campo
escalar masivo en el espacio-tiempo AdS.
En el capítulo 3 se presentan soluciones de agujeros negros ampliamente conocidos en la
literatura, los cuales usaremos en algunos cálculos posteriores para ganar intuición, expli-
camos el teorema de no pelo y dos ejemplos de soluciones exáctas de agujeros negros que
logran evadir dicho teorema. Estos resultados fueron publicados en [4, 5].
Capitulo 4 presentamos detalles de los métodos de Renormalización holográfica y el for-
malismo Hamiltoniano, los cuales se aplican en el desarrollo delos capítulos posteriores. Para
la solución SAdS calculamos la acción on-shell y regularizamos, comparamos con el méto-
do de sustracción del background. De la misma forma, calculamos el tensor de de stress
de Brown-York y de la teoría cuántica dual. Los ejemplos de esta sección son resultados
conocidos en la literatura.
Capitulo 5 esta basada en [3]. Investigamos las condiciones de borde de AdS, en pre-
sencia de un campo escalar mínimamente acoplado a la gravedad. Concrétamente para un
campo escalar de masa conforme m2 = −2/l2, para las ramas logarítmica y no logarítmica.
Calculamos la acción on-shell, estudiamos el principio variacional y planteamos nuevos con-
tratérminos que regularizan la acción. Construimos el tensor de Brown-York, calculamos el
tensor de stress de la teoría cuántica dual y analizamos la anomalía de traza. Con el método
Hammiltoniano calculamos la masa gravitacional y estudiamos en que condiciones el campo
escalar da una contribución la masa.
Capitulo 6, la que esta basada en [1, 3], describimos las transiciones de fase de agujeros
negros con pelo escalar y de horizontes plano y esférico. Construimos los diagramas de fase
y discutimos sus implicaciones en la teoría cuántica dual.
Finalmente en el capitulo 7 se presentan las conclusiones y futuras direcciones del trabajo.
Dedico la presente trabajo a mis padres, Eleuterio Choque e Irene Quispe
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Capítulo 1
Introducción
Los agujeros negros han fascinado a las diversas generaciones de físicos, desde John Mi-
chell en 1783, nombrada por él como estrellas oscuras. Pasando luego por el advenimiento
de la Relatividad General en 1915 y un año después Karl Schwarzschild obtuvo una de las
primeras soluciones a la Relatividad General, el agujero negro de Schwarzschild. En los años
60, conocido como la época de oro de los agujeros negros, cuyos pricipales protagonistas
fueron, Wheeler, Bekenstein, Hawking entre otros, mostraron que los agujeros negros se
comportan como un sistema termodinámico. Uno de los grandes problemas que surgió fue
describir el origén microscópico de la entropía de los agujeros negros, en este contexto, la
teoría de cuerdas fue capaz de explicar la entropía de algunos agujeros negros (extremos
y cercanamente extremos) cargados y/o rotantes, donde AdS forma parte de la geometría
(altamente simétrica) cerca del horizonte [7, 8]. Finalmente, es importante mencionar que
observaciones astronómicas demuestran la existencia de agujeros negros cercánamente ex-
tremos, por ejemplo la fuente de rayos-X GRS 1915+105 es un agujero negro rápidamente
rotante de Kerr [9].
De forma paralela, las teorías cuánticas fueron desarrollándose, explicando con mayor
precisión escalas de energía mayores (distancias muy pequeñas). La teoría que describe las
interacciones fuertes de las partículas (quarks) que constituyen a los mesones y bariones es
QCD, se basa en el grupo gauge SU(3). Esta teoría tiene una carácteristica muy especial, ya
que a bajas energías el acoplamiento es fuerte, por lo que los quarks están confinados. En este
ente régimen fuerte de acoplamiento es difícil realizar cálculos. En 1974 ’t Hooft sugirió que
cuando el número de colores N es muy grande se pueden encontrar grandes simplificaciones
[10].
Juan Maldacena en 1997 propuso la dualidad AdS/CFT [11], mostrando un ejemplo
concreto donde dos teorías aparentemente distintas, como son, gravitación por un lado y
una teoría cuántica por el otro son duales. Esta dualidad nos permite obtener información
de una teoría cuántica (en d-dimensiones) en su régimen de acoplamiento fuerte a partir
de una teoría clásica gravitacional en (d+1 dimensiones) clásica. Esta es una realización
concreta del principio holográfico. Interesantemente se mostró que las simetrías locales de
AdS corresponden a las simetrías globales de la CFT. Es bien conocido que las simetrías
AdS en el borde cambian en presencia de campos escalares, la cuestión es investigar en
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que condiciones los campos escalares preservan la simetría conforme. Los agujeros negros
asintóticamente AdS, con temperatura de Hawking T , son los estados térmicos de la teoría
cuántica dual, por lo tanto, es importante en el lado gravitacional definir adecuadamente
la energía, temperatura, entropía, etc, del sistema gravitacional. En espacios-tiempo AdS,
existen diversos métodos para calcular la energía gravitacional. Mientras que el método
holográfico esta basado en la dualidad AdS/CFT de la que podemos calcular la masa y las
demás cantidades termodinámicas, el procedimiento Hamiltoniano nos da la energía debido
a la simetría de las traslaciones temporales. Mostramos que ambos métodos concuerdan en
el resultado de la energía, aún cuando la simetría conforme se rompe.
Finalmente es importante destacar la importancia de los campos escalares en diversas
áreas de la física. En cosmología el campo escalar conocido como inflatón describe la etapa
inflacionaria de nuestro universo temprano, cuyos efectos pueden ser medidos del fondo
cósmico de radiación. Además uno de los recientes candidatos a la materia oscura son las
partículas escalares conocidas como Axiones. En Física de altas energías la partícula de
Higgs, recientemente descubierta es una partícula escalar con una masa aproximada de 125
GeV.
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Capítulo 2
Dualidad gravedad/gauge
La evidencia experimental es la base del modelo estándar que describe la física a nivel
fundamental. Este modelo clasifica a toda la materia de acuerdo a su espín, Bosones y
Fermiones, donde estas partículas son excitaciones de algún campo. Las interacciones fuertes
requieren grandes cantidades de energía (pequeñas distancias) para explorar sus propiedades
e implicaciones, que se muestran a distancias del orden de la longitud de Planck. En esa
escala los efectos de la gravedad cuántica son significativos pero por el momento no se ha
podido cuantizar la gravedad de forma consistente. Al rescate viene la teoría de cuerdas,
donde los elementos fundamentales, las partículas, son reemplazadas por cuerdas.
Las cuerdas oscilantes dan un espectro de masas o energías, estas oscilaciones son partí-
culas a bajas energías, de hecho las oscilaciones de la cuerda pueden darnos distintos tipos de
partículas. Es interesante aclarar que hay varias teorías de cuerdas y todas ellas incluyen par-
tículas de masa cero y espín dos (gravitón). Actualmente, la teoría de cuerdas 10-dimensional
es descrita por cuerdas con excitaciones fermiónicas y da lugar a una teoría supersimétrica.
Y es posible ir a cuatro dimensiones considerando teoría de cuerdas en R4 ×M6 donde M6
es alguna variedad seis dimensional compacta.
La relación entre teorías gauge y las teorías de cuerdas en espacios-tiempo AdS fue
motivado por el estudio de las D-branas y agujeros negros en teoría de cuerdas. Las D-
branas son solitones en teoría de cuerdas y vienen en distintas dimensiones. Por ejemplo la
D-cero-brana es una partícula puntual tipo solitón. Cuando el acoplamiento de la cuerda
es pequeño, gs << 1, las D-branas son más fundamentales que las cuerdas. En la teoría de
cuerdas perturbativa, las Dp-branas se definen como superficies donde las cuerdas abiertas
terminan y son fuentes de las cuerdas cerradas1.
En esta sección discutiremos algunos aspectos a cerca de la dualidad AdS/CFT (grave-
dad/gauge). En la primera parte mostramos las simetrías (local/global) que comparten el
espacio-tiempo AdS y la teoría cuántica conforme. Presentamos la dualidad y su formula-
ción precisa. Finalmente estudiamos el comportamiento de un campo escalar masivo en el
espacio-tiempo AdS.
1 Estas Dp-branas, son hiperplanos (p+1)-dimensionales en el espacio-tiempo y pueden estar cargados
dentro de potenciales gauge (p+1)-forma.
La letra "D"hace referencia a las condiciones de borde de Dirichlet de las cuerdas
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2.1. Grupo conforme
Una extensión interesante de la invarianza de Poincaré es la adición de la simetría de
invarianza de escala que relaciona la física a diferentes escalas2. En relatividad especial, el
álgebra de Poincaré ISO(d, 1) define las simetrías fundamentales del espacio-tiempo d+1
dimensional3, con la signatura ηµν = (−,+,+..+):
i[Mµν ,Mρσ] = ηνρMµσ − ηµρMνσ − ησµMρν + ησνMρµ , (2.1)
i[Pµ,Mσρ] = ηµρPσ − ηµσPρ ,
[Pµ, Pν ] = 0 ,
donde Pµ,Mµν son los generadores de traslación y transformación de Lorentz respectiva-
mente. Cuando intentamos relacionar la física a diferentes escalas (energías) agregamos la
invarianza de escala al grupo de Poincaré (2.1):
i[D,Pµ] = Pµ , (2.2)
[Mµν , D] = 0 .
Hasta este punto, el grupo de Poincaré es extendida por D el cual es el generador de dila-
taciones4. La transformación de escala xµ → λxµ preserva la forma de la métrica salvo un
factor de escalar, esta sólo cambia la distancia entre los puntos de forma rígida, como una
fotografía que preserva la forma de la foto a diferentes tamaños. El grupo de generadores
Pµ, Mµν y D, forman el grupo de Weyl y puede extenderse mediante un generador vectorial,
Kµ, que describe las transformaciones conformes especiales
Kµ : x
µ → x
µ + aµx2
1 + 2xνaν + a2x2
, (2.3)
cuyas simetrías están generadas según el siguiente álgebra en conjunto con (2.1) y (2.2)
i[Mµν , Kρ] = ηµρKν − ηνρKµ , (2.4)
[D,Kµ] = iKµ ,
[Pµ, Kν ] = 2i(Mµν − ηµνD) ,
[Kµ, Kν ] = 0 .
2Es interesante mencionar que este es precisamente el comportamiento que muestran los materiales du-
rante una transición de fase cerca del punto crítico.
3En esta sección las letras griegas corresponden a las coordenadas del espacio-tiempo, µ, ν = 0, · · · , d− 1
4En esta sección usamos d+1 como la dimensión del espacio-tiempo en lugar de D para evitar confusiones
con el operador de dilatación D
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Se tiene que, el grupo de Poincaré, más transformaciones de escala y la transformaciones
conformes especiales forman el grupo conforme. Las teorías cuánticas que son invariantes
bajo este grupo se conocen como Teorías Cuánticas Conformes (CFT). El grupo conforme es
el grupo de transformaciones que preservan la forma de la métrica salvo un factor conforme
gµν(x)→ Ω2(x)gµν(x). Incluye además la simetría de inversión, que es una simetría discreta
actuando como xµ → xµ/x2.
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Esta álgebra es isomorfa al álgebra del grupo de isometría SO(d, 2), con generadores
Jab = −Jba (a, b = 0, ..., d+ 1). Usando la descomposición de los índices a = (µ, d, d+ 1), se
pueden realizar las identificaciones de los generadores:
Jµν = Mµν , Jµd =
1
2
(Kµ − Pµ) , Jµ(d+1) = 1
2
(Kµ + Pµ) , J(d+1)d = D . (2.5)
Estos generadores forman una matriz antisimétrica (d+ 1)× (d+ 1)
Jab =
 Jµν Jµd Jµ(d+1)−Jµd 0 D
−Jµ(d+1) −D 0
 . (2.6)
Un caso especial es para un espacio-tiempo d = 2 dimensional, donde el grupo es infinito
dimensional, esto debido a que tiene un conjunto infinito de generadores. Para espacios-
tiempo de dimesión d ≥ 3 el número de generadores es5: (d+1)(d+2)
2
Pµ : xµ → xµ + aµ ⇒ d (generadores) ,
Mµν : xµ → Λνµxν ⇒ d(d−1)2 (generadores) ,
D : xµ → λxµ ⇒ 1 (generador) ,
Kµ : xµ → xµ+aµx
2
1+2xνaν+a2x2
⇒ d (generadores) .
Los operadores (o campos) son auto-funciones del operador de escala Dφ = −i∆φ, donde
∆ es la dimensión escala (scaling dimension) del campo
x→ λx⇒ φ(x)→ φ(x)′ = λ∆φ(λx) . (2.7)
Esquemáticamente hablando los generadores Kµ y Pµ cumplen la función de operadores
destrucción y creación respectivamente, donde Kµ disminuye la dimensión del campo y Pµ
la aumenta, veamos, Pµφ =? Considerando el álgebra conforme
[D,Pµ] = −iPµ ⇒ D(Pµφ) = −i(∆ + 1)(Pµφ) . (2.8)
Donde la acción de Pµ sobre el campo φ(x) (de dimensión ∆) da como resultado un campo
de dimensión ∆ + 1. Cada representación del grupo conforme tiene campos u operadores de
dimensión mínima, estos se llaman Operadores Primarios (primary operators), y son tales
que Kµφ = 0, entonces los operadores primarios son como el estado de vacío |0〉.
Considerando el álgebra conforme la función de correlación a dos puntos de dos campos de
igual dimensión es
〈φ(0)φ(x)〉 ≡ 1
(x2)∆
. (2.9)
Además la dimensión del tensor energía-momento de cualquier teoría conforme es un opera-
dor de dimensión ∆ = d, y siempre que hayan simetrías globales las corrientes Jµ conservadas
tienen dimensión ∆ = d− 1.
5En este conteo no se toma en cuenta la simetría de inversión ya que esta es discreta.
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2.2. Espacio Anti-de Sitter
El espacio anti-de Sitter (AdS), es un espacio-tiempo (o variedad) de geometría Loren-
tziana, curvatura constante negativa y que posee el número máximo de isometrías en todas
las dimensiones. Es importante diferenciar entre un espacio (variedad Riemanniana) y un
espacio-tiempo (variedad Pseudo-Riemanniana o Lorentziana), esta diferencia radica en la
signatura de la métrica, la cual debe ser Lorentziana para espacios-tiempo.
Para entender la diferencia, revisaremos rápidamente la geometría de espacios con cur-
vatura constante, como la esfera y el espacio hiperbólico.
La esfera bidimensional S2 puede definirse como la compactificación del espacio Euclideo
plano R2 el que se consigue agregando un punto en el infinito, en donde podemos definir
naturalmente una teoría conforme en S2. Otra manera de obtener S2 es agregando una
ligadura (vínculo) en el espacio Euclideo R3:
ds2 = dX2 + dY 2 + dZ2 , (2.10)
donde la esfera S2 está sumergida y se define por la ligadura L = cte,
X2 + Y 2 + Z2 = L2 . (2.11)
Resolviendo esta ligadura la métrica es
ds2 = L2(dθ2 + sin2 θdϕ2) . (2.12)
Esta métrica que define a la esfera S2 tiene las isométrias descritas por el grupo SO(3), en
otras palabras, la esfera de curvatura constante R = 2/L2 es invariante (homogéneo) bajo
el grupo de rotaciones SO(3). Similarmente el espacio de curvatura constante negativa es el
hiperbólico. No debemos confundir el hiperbolide definido en el espacio Euclideo
ds2 = dZ2 + dX2 + dY 2 , (2.13)
cuya ligadura es
−Z2 +X2 + Y 2 = −L2 , (2.14)
pero este hiperboloide no es homogéneo, es decir no hay un grupo de simetría SO(3) que lo
deje invariante6.
El espacio hiperbólico H2 no puede sumergirse en el espacio Euclideo pero si en el espacio
3-dimensional de Minkowski. Definimos el espacio hiperbólico como:
ds2 = −dZ2 + dX2 + dY 2 , (2.15)
6La signatura de la métrica del hiperboloide en general tiene p-direcciones tipo tiempo y q-tipo espacio,
(− · · ·−,+ · · ·+), la cual sí es invariante bajo el grupo SO(p, q) pero no es invariante bajo el grupo SO(p),
donde p+ q = 3.
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−Z2 +X2 + Y 2 = −L2 , (2.16)
donde el grupo de simetría es SO(1, 2) el cual es el grupo de "Lorentz". Parametrizando
la ligadura como:
X = L sinh ρ cosϕ , Y = L sinh ρ sinϕ , Z = L cosh ρ , (2.17)
se obtiene la métrica de curvatura constante negativa, R = −2/L2,
ds2 = L2(dρ2 + sinh2 ρ dϕ2) . (2.18)
Vemos que el espacio hiperbólico no es un espacio-tiempo (signatura Lorenziana). Este
espacio es la versión euclídea del espacio AdS2. Esta métrica puede ser conformemente ma-
peada a un disco D2 cuyo borde ∂D2 ≡ S1, considerando que S1 ≡ {∞}U{R}. Entonces, el
borde del espacio hiperbólico es el espacio Euclideo compactificado (un círculo).
2.2.1. Geometría del espacio-tiempo AdS
El espacio-tiempo AdS4 (en cuatro dimensiones) es una solución particular con simetría
máxima a las ecuaciones de Einstein con constante cosmológica negativa, Λ < 0,
Rµν − 1
2
gµνR = −Λgµν , (2.19)
donde la constante cosmológica esta relacionada con el radio-AdS, l, mediante Λ = −3/l2.
Los tensores de Riemann, de Ricci y la curvatura escalar para el espacio-tiempo AdS4, son
respectivamente
Rµνθσ = − 1
l2
(gµθgνσ − gµσgνθ) , Rµν = − 3
l2
gµν , R = −12
l2
. (2.20)
El espacio-tiempo AdS4 puede entenderse como un hiperboloide Lorentziano sumergido
en un espacio-tiempo 5-dimensional con dos direcciones tipo tiempo (X0, X4)
ds2 = −dX20 − dX24 + dX21 + dX22 + dX23 , (2.21)
−X20 −X24 +X21 +X22 +X23 = −l2 . (2.22)
La ligadura (2.22) puede ser parametrizada en términos de las coordenadas (τ, ρ, θ, ϕ)
como
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X0 = l cosh ρ cos τ , (2.23)
X4 = l cosh ρ sin τ ,
X1 = l sinh ρ sin θ sinϕ ,
X2 = l sinh ρ sin θ cosϕ ,
X3 = l sinh ρ cos θ .
Entonces la métrica (2.21) toma la forma
ds2
l2
= − cosh2 ρdτ 2 + dρ2 + sinh2 ρ(dθ2 + sin2 θdϕ2) . (2.24)
Estas coordenadas cubren todo el hiperboloide si 0 6 τ < 2pi y ρ > 0, por consiguiente las
coordenadas (τ, ρ, θ, ϕ) son conocidas como coordenadas globales de AdS. La métrica cerca
ρ = 0 se comporta como
ds2
l2
≈ −dτ 2 + dρ2 + ρ2(dθ2 + sin2 θdϕ2) , (2.25)
cuya topología es S×R2, donde S1 son las curvas cerradas tipo tiempo en la dirección τ , las
cuales violan causalidad, para evitarlo consideramos el cubrimiento universal, desenvolviendo
(unwrap) el circulo S1 (esto es, −∞ < τ <∞), entonces la topología es R3. Las coordenadas
canónicas (t, r, θ, ϕ) se obtienen con la siguiente transformación
r := sinh ρ , t := lτ , (2.26)
entonces
ds2 =
(
1 +
r2
l2
)
dt2 +
(
1 +
r2
l2
)−1
dr2 + r2(dθ2 + sin2 θdϕ2) . (2.27)
La métrica (2.24) en el sistema de coordenadas conformes (τ, χ, θ, φ) se obtiene considerando
tanχ := sinh ρ (0 ≤ χ < pi/2)
ds2
l2
=
1
cos2 χ
[−dτ 2 + dχ2 + sin2 χ(dθ2 + sin2 θdϕ2)] . (2.28)
Otro importante sistema de coordenadas es el de Poincaré, estas coordenadas cubren sólo
la mitad del hiperboloide (2.22), la parametrización es:
X0 =
lr
2
(
~x2i − t2 +
1
r2
+ 1
)
, Xi = lrxi (i = 1, 2) , (2.29)
X3 =
lr
2
(
~x2i − t2 +
1
r2
− 1
)
, X4 = lrt , (2.30)
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donde (r, t, ~x), (0 < r, ~x ∈ R2)
ds2
l2
= r2(−dt2 + d~x2) + dr
2
r2
. (2.31)
Las coordenadas de Poincaré son usualmente escritas bajo el siguiente cambio de coor-
denadas r = 1/z, de donde ahora el borde es z =∞ y el interior es z = 0,
ds2 =
l2
z2
(
−dt2 + d~x2 + dz2
)
. (2.32)
En este sistema de coordenadas es fácil ver que AdS4 es conformal-mente plano. Un espacio-
tiempo es máximamente simétrico si admite un máximo número de generadores de simetría,
este es el caso del espacio-tiempo AdS4. El grupo de isometría para un espacio-tiempo D-
dimensional AdSD es SO(D − 1, 2), cuyo número de generadores es7 D(D+1)2 . Es importante
notar que, el borde conforme de AdSD es el espacio-tiempo de Minkowski con topología
R1,D−2.
La conclusión de estas dos secciones es: El número de generadores del grupo conforme en un
espacio-tiempo de (D−1)-dimensiones de Minkowski8 es D(D+1)
2
. Y el número de generadores
de isometrías del espacio-tiempo AdSD (en D-dimensiones) es D(D+1)2 . Entonces el grupo de
isometría de AdSD es el grupo conforme del espacio-tiempo de Minkowski en una dimensión
menor9.
Otra de las características del espacio-tiempo AdS es que la constante cosmolog´ica actúa
como un potencial atractivo, de manera más precisa, la constante cosmológica negativa da
como resultado el diagrama conforme10 (2.1).
7Usamos en esta sección "D"para referirnos a la dimensión del espacio-tiempo AdS, no confundir con el
generador de dilataciones D
8Note que, D = d+ 2, donde d es el número de dimensiones del espacio-tiempo de Minkowski del borde
conforme de AdS.
9En la sección anterior, dejamos en claro que el grupo conforme y el grupo de isometría son isomorfos. Un
enunciado que deja más claro el espíritu de la dualidad AdS/CFT es: El grupo de isometría (simetría local)
del espacio-tiempo AdSD, actúa como el grupo de simetría conforme (simetría global) del borde (conforme)
de AdSD el cual, es el espacio-tiempo de Minkowski en (D − 1)-dimensiones.
10Esta figura fue obtenida de [12].
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d+1
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(a) (b)
Figura 2.1: (a) El diagrama de Penrose para el espacio-tiempo Anti-de-Sitter (2.28), es un
cilindro sólido. El borde contiene la dirección temporal y una esfera, Sd−1, representada
como un círculo. (b) Geodésica de una partícula masiva (linea sólida) y la geodésica de una
partícula no masiva (linea punteada).
Las partículas masivas no llegan a alcanzar el borde en un tiempo finito, pero las partí-
culas sin masa (por ejemplo los fotones) pueden alcanzar el borde y retornar en un tiempo
propio finito. Es claro que el espacio-tiempo AdS es como una caja, esto es útil para explicar
el porque un agujero negro en un espacio-tiempo asintóticamente AdS es estable del es pun-
to de vista termodinámico, contrario a lo que sucede en en espacios-tiempo asintóticamente
planos.
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2.3. Dualidad AdS/CFT
En la teoría de cuerdas, los objetos fundamentales son las cuerdas las cuales pueden
ser abiertas o cerradas. El único parámetro libre de la teoría es la tensión T = 1
2piα′ =
1
2pil2s
, cuya dimensión es [T ] = L−2, donde ls es la longitud de la cuerda y es del orden de
10−34m. En casos concretos, la consistencia de la teoría requiere 10 dimensiones. En estas
dimensiones, las distintas oscilaciones de la cuerda describen distintas partículas del modelo
estándar. Es importante recordar que la gravedad emerge cuando cuantizamos las cuerdas.
Hay dos tipos de cuerdas, abiertas y cerradas. Las cuerdas abiertas en un espacio-tiempo
de 4 dimensiones tienen dos modos de oscilación que corresponden a dos grados de libertad,
los cuales son las dos polarizaciones de un campo gauge (fotón). Podemos concluir que las
cuerdas abiertas representan a una teoría gauge. Por otro lado, las oscilaciones de las cuerdas
cerradas representan al gravitón y dos partículas escalares aún no descubiertas, el dilatón y
el axión. Ya que los modos derecho e izquierdo tienen dos grados de libertad, en total serían
4 grados de libertad (en 4 dimensiones), dos para el gravitón y el resto son los grados de
libertad de las dos partículas escalares restantes.
Dos cuerdas abiertas (teoría gauge) pueden unirse y formar una nueva cuerda abierta,
también pueden unirse los extremos (se requiere una ligadura no local) para formar una
cuerda cerrada (gravitón). La conclusión es que la teoría de cuerdas puede describir de
manera unificada las teorías gauge (modelo estándar) y la gravitación.
En 1997, Juan Maldacena presentó la conjetura a cerca de la dualidad entre dos teorías
aparentemente disconexas. Básicamente explica que existe una dualidad entre una teoría de
gravitación (espacios-tiempo asintóticamente AdS) en D-dimensiones y una teoría cuántica
conforme (N = 4 SYM en 4-dimensiones) en (D − 1)-dimensiones. Esta es una realización
concreta del pricípio holográfico, donde la coordenada radial en AdSD es la escala de energía
para la teoría cuántica dual en (D − 1)-dimensiones.
Esta dualidad (correspondencia) nos permite calcular ciertas cantidades en el lado de la
gravitación (clásica) las cuales tienen una correspondiente interpretación en el lado de la
teoría cuántica dual. Por ejemplo, la dualidad identifica a los agujeros negros en AdS con los
estados térmicos de la teoría cuántica dual [13, 14].
La formulación precisa de la dualidad AdS/CFT plantea que las funciones de partición
de la teoría de cuerdas tipo IIB en AdS5×S5 coincide con la función de partición de N = 4
super-Yang-Mills en el borde de AdS5 [11, 15, 16]
Zgauge = Zstring (2.33)
2.3.1. Límite de ’t Hooft
QCD es una teoría gauge basada en el grupo gauge SU(3). Es una teoría asintóticamente
libre, es decir, las constantes de acoplamiento efectivas decrecen a medida que la escala de
energía se incrementa. A bajas energías la teoría es fuertemente acoplada y no es fácil realizar
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cálculos11, de hecho una posible aproximación es usar simulaciones numéricas en el lattice.
Sea la teoría de Yang-Mills (puro) definida por la siguiente función de Lagrange, con el grupo
gauge SU(N), con N -colores
L = − N
2g2YM
FMµνF
µν
M . (2.34)
Donde Fµν es la fuerza del campo para el grupo SU(N), cuyos generadores T a. Para un
valor finito de N no hay un cambio esencial, pero en el límite N →∞ manteniendo g2YM fijo
ocurren simplificaciones importantes. En el límite de ’t Hooft el número de colores N →∞
es muy grande y el acoplamiento g2YM → 0 es muy pequeño tal que el parámetro λ = Ng2YM
(conocido como acoplamiento de ’t Hooft) es fijo. Note que en las teorías gauge SU(N), el
acoplamiento de ’t Hooft λ = g2YMN es el que controla la expansión perturbativa y no el
acoplamiento de Yang-Mills, g2YM .
’t Hooft esperaba que se pudiese resolver exáctamente la teoría con N = ∞, y entonces
un podría hacer una expansión en 1/N = 1/3. La expansión diagramática de la teoría del
campo sugiere que la teoría N-grande es una teoría de cuerdas libre y que el acoplamiento
de la cuerda es gs ∼ 1/N .
11En este régimen de energía se estudia el fenómeno de confinamiento.
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2.3.2. Prescripción de Gubser-Klevanov-Polyakov y Witten
En la presente tesis, nos concentramos en el régimen de acoplamiento débil de la teoría
de cuerdas (gravedad clásica), la que es dual al régimen de acoplamiento fuerte de la teoría
gauge.
En el lado de la CFT, el régimen de acoplamiento fuerte de la teoría N = 4 SYM, esta
controlada por el acoplamiento de ’t Hooft dada por λ = g2YMN ∼ gsN >> 1 y N → ∞,
donde gs es el acoplamiento de la cuerda y se relaciona con el acoplamiento de Yang-Mills
como g2YM = 2pigs. La función de partición de la CFT esta dada por la funcional generatriz
W para la función de Green en la teoría gauge12
ZCFT = e
−W . (2.35)
En la teoría de cuerdas tipo IIB en AdS5 × S5, cuando el radio de curvatura de AdS5 es
más grande en comparación a la longitud de la cuerda l >> ls el régimen de la supergravedad
es válida, concrétamente
l4
l4s
∼ g2YMN ∼ gsN >> 1 , (2.36)
de donde gs < 1 implica el límite N → ∞. Entonces la función de partición de la teoría de
cuerdas se aproxima por la función de partición
Zcuerdas ≈ e−IESUGRA , (2.37)
donde, IESUGRA es la acción clásica de supergravedad (en la aproximación de punto-silla y en
la sección Euclidea) evaluada en AdS5 × S5 (o en pequeñas deformaciones de este espacio).
Entonces,
Zcuerdas ≈ e−IESUGRA = e−W = ZCFT . (2.38)
La ecuación (2.38) es una fórmula concreta para calcular observables en la teoría gauge a
partir de cálculos geométricos en el lado de supergravedad (gravedad clásica). Esta fué pro-
puesta en 1998 por Gubser-Klebanov-Polyakov e independientemente por Witten (GKPW)
[15, 13]. A temperatura finita, W esta relacionada con la energía libre de la teoría gauge
por W = F/T , donde T es la temperatura. En el lado izquierdo de (2.38), aplicando por
ejemplo al agujero negro de Schwarzschild-AdS, la acción IESUGRA se calcula on-shell en las
ecuaciones de movimiento. Entonces, dada la igualdad (2.38), se concluye que el agujero
negro de Schwarzschild-AdS es dual a los estados térmicos de la teoría gauge (fuertemente
acoplado) [13, 14].
12Trabajamos en la sección Euclidea, donde τ = −it
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Correspondencia Campo ↔ Operador
Es bien sabido que el cambio de la constante de acoplamiento de la teoría gauge corres-
ponde a un cambio en el valor del borde del dilatón [16]. Entonces (en un espacio-tiempo de
4-dimensiones en el bulk) se tiene13〈
e
∫
d3xφ0(~x)O(~x)
〉
CFT
= e−I
E
bulk[φ|∂AdS→φ0] , (2.39)
donde φ(r, ~x)|r=∞ = φ0(~x), en el lado gravitacional son los valores del dilatón en el borde14.
En el lado de la teoría gauge, φ0 corresponde a la fuente del operador local O(~x). Entonces
las condiciones de borde (en el lado gravitacional), fijan los valores del dilatón φ0 (en el
borde) y estas corresponden a operadores en la teoría gauge. De allí que, si consideramos
perturbaciones en la métrica (el gravitón) en el borde esta viene a ser la fuente del operador
tensor de energía-momento de la teoría gauge15.〈
e
∫
d3x h0abT
ab
〉
CFT
= e−I
E
bulk[hµν |∂AdS→h0ab] . (2.40)
2.3.3. Partículas y campos en el espacio-tiempo AdS
De acuerdo a la prescripción de GKPW, el campo escalar en el borde es la fuente en la
teoría cuántica dual de un operador local O, por lo que es importante estudiar la dinámica
de campos escalares y sus condiciones de borde en el espacio-tiempo AdS. En especial,
nos concentramos en un campo escalar masivo en un espacio-tiempo AdS de 4-dimensiones
acoplado minimamente a la gravedad y sin potencial.
Sea la ecuación de Klein-Gordon en las coordenadas de Poincaré (2.32), donde consideramos
la descomposición de los índices (t, ~x, z) = (xn, z), donde el borde es z = 0
(∇µ∇µ −m2)Φ(z, xn) = 0 , (2.41)
descomponiendo Φ(xµ, z) en sus modos de Fourier
Φ(xn, z) =
∫
d2~k
(2pi)2
dωfk(z)e
ikµxµ , (2.42)
la ecuación de Klein-Gordon queda de la siguiente forma
d2fk
dz2
− 2
z
dfk
dz
− (k2 + m
2l2
z2
)fk = 0 . (2.43)
13La expresión: φ|∂AdS , se refiere al valor que toma el campo φ en el borde de AdS.
14φ(r, ~x) es el dilatón que se propaga en el bulk con la condición de borde de que el campo φ en el borde
tiene el valor de φ0. Aquí consideramos las coordenadas en la sección Euclidea ~x = (τ, θ, φ) y r la coordenada
radial, donde el borde se encuentra en r =∞.
15O, también, que el gravitón se acopla al operador tensorial de energía-momento de la teoría gauge. Los
índices se descomponen como µ = (a, r).
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La solución general es
fk(z) = a1z
3/2Kν(kz) + a2z
3/2Iν(kz) , (2.44)
donde Iν(kz) y Kν(kz) son las funciones de Bessel de primer y segundo tipo. El comporta-
miento de la ecuación (2.43) en el interior del espacio AdS (z →∞)
d2fk
dz2
− k2fk = 0 , (2.45)
mientras las soluciones se comportan como: Kν(kz) ∼ e−kz and Iν(kz) ∼ ekz. El campo
escalar debe ser regular en el interior de AdS, por lo que a2 = 0. Entonces la solución es:
fk(z) = a1z
3/2Kν(kz) , Kν(kz) =
pi
2
I−ν(kz)− Iν(kz)
sin(νpi)
. (2.46)
La solución fk(z) cerca del borde z → 0 es
fk(z) = a1z
3/2 pi
2 sinpiν
[
1
Γ(1− ν)
(
kz
2
)−ν
− 1
Γ(1 + ν)
(
kz
2
)ν]
, (2.47)
fk(z) = φ0z
∆− + φ1z
∆+ ,
donde φ0 = a12−1+νk−νΓ(ν), φ1 = a12−1−νkνΓ(−ν) y ∆± = 3/2± ν. Sustituyendo en (2.43)
obtenemos información adicional para el índice ν
∆±(∆± − 3)−ml2 = z2k2 z=0−−→ ∆±(∆± − 3)−ml2 = 0 , (2.48)
cuyas soluciones son
∆± =
3
2
± ν , ν =
√
9
4
+m2l2 . (2.49)
Entonces, la dimensión conforme ∆ del campo escalar depende de su masa m. La condición
de Breitenlohner-Freedman (BF) m2 ≥ − 9
4l2
, asegura que los exponentes sean reales ya que
exponentes complejos son signos de inestabilidad lineal. Sea la masa BF m2BF = − 94l2 que
define una cota inferior, el límite superior para la masa se le conoce como límite unitario
m2BF ≤ m2 < m2BF +
1
l2
⇒ 0 ≤ ν < 1 . (2.50)
En adelante trabajamos en las coordenas canónicas (t, r,Σk) = (r, xn), donde, Σk es la sección
transversal, la que puede ser planar k = 0, esférica k = 1 e hiperbólica k = −1. Entonces el
fall-off del campo escalar es
φ(r, xn) =
α(xn)
r3−∆
+
β(xn)
r∆
+ ... , (2.51)
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∆ =
3
2
+ ν , ν =
√
9
4
+m2l2 , (2.52)
cuando el cuadrado de la masa del campo escalar se encuentra dentro de las cotas uni-
taria y la de BF (conocida como la ventana de BF ), ambos modos α/r3−∆ y β/r∆ son
normalizables16. Entonces las posibles condiciones de borde son:
Condición de borde de Dirichlet: α = 0, β 6= 0 .
Condición de borde de Neumann: α 6= 0, β = 0 .
Condición de borde mixta: α 6= 0, β 6= 0 .
Veamos un ejemplo concreto para un campo escalar de masa m2 = −2/l2 en cuatro
dimensiones, cuyas potencias relevantes del fall-off son: ν = 1/2, ∆ = 2, 3−∆ = 1
φ =
α
r
+
β
r2
+ ... (2.53)
Dirichlet: El modo β/r2 cae más rápidamente que α/r y es en general normaliza-
ble y puede ser cuantizado, entonces α = 0 corresponde a φ fijo en el borde, es decir
φ(xm, r = ) = −2φ0.
Neumann: En es este caso ∂rφ es fijo en el borde, veamos:
∂rφ = − α
r2
− 2β
r3
+ ... =
α
′
r2
+ ... (2.54)
note que r−3 es un modo irrelevante y esto equivale a fijar β = 0.
Mixto: Finalmente, este caso es cuando aφ+ b∂rφ fijo en el borde, veamos:
aφ+ b∂rφ = a
(
α
r
+
β
r2
)
+ b
(
− α
r2
− 2β
r3
)
=
α
′
r
+
β
′
r2
+ ... (2.55)
lo que equivale a considerar α 6= 0 y β 6= 0.
A partir de la prescripción de GKPW, se verifica que la dimensión conforme del operador
O es ∆.
Deformaciones en AdS/CFT
Uno de los motivos más importantes para estudiar teorías cuánticas conformes es com-
prender algunos de los aspectos poco entendidos de teorías del campo no conformes como
QCD. La pregunta es, cuanto podemos aprender de las teorías no conformes (QCD) de las
teoría conformes. Una de las formas de romper la invarianza conforme es estudiar la teoría
16Definiendo un producto interior (φ1, φ2), en una foliación tipo espacio, la norma (φ, φ) es convergente
cuando 0 ≤ ν < 1.
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a temperatura finita17. Pero también es posible romper la invarianza conforme y al mismo
tiempo preservar la simetría de Lorentz, deformando la acción mediante operadores locales,
ICFT → ICFT + p
∫
d3xO(x) , (2.56)
para algún operador escalar de Lorentz y algún coeficiente p. Las diferentes deformaciones
dependen de la dimensión de escala ∆ del operador O.
Si, ∆− 3 < 0, la deformación es conocida como relevante, en la que la deformación es
fuerte en el régimen IR (r → 0) y débil en el régimen UV .
Si, ∆−3 > 0, la deformación es llamada irrelevante, y su efecto es fuerte en el régimen
UV . No discutiremos sobre las deformaciones irrelevantes, ya que divergen cerca del
borde r =∞.
El último caso son las deformaciones marginales, donde ∆ = 3 el cual no rompe la
invarianza conforme en ordenes relevantes a la deformación.
17De hecho, CFT a temperatura finita es muy próxima a QCD a temperatura finita (a altas temperaturas).
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Capítulo 3
Agujeros negros
La velocidad de escape de un objeto celeste (estrellas, planetas, etc) puede calcularse
usando mecánica Newtoniana y esta dada por v =
√
2GM/r. Esta es la mínima velocidad
necesaria para escapar al campo gravitacional de objeto celeste (con simetría esférica) de
masa M y de radio r 1. Un agujero negro es un objeto celeste cuya velocidad de escape es
la velocidad de la luz c y ya que no es posible alcanzar velocidades mayores a esta velocidad
entonces nada puede escapar de su atracción gravitacional2. La teoría Newtoniana es muy
limitada para describir correctamente campos gravitacionales muy intensos, en esos casos la
Relatividad General es la más adecuada.
En esta sección describimos varias de las soluciones de agujeros negros y la manera de
evadir el teorema de no pelo, para obtener soluciones de agujeros negros con pelo escalar.
Mostramos detalles de como obtener una familia de soluciones de agujeros negros con pelo
escalar y de sección transversal plana. Los detalles del cálculo del potencial se encuentran en
el apéndice C. Es interesante, que esta familia de soluciones, para algunos de los valores del
parámetro pelo ν, se reducen a soluciones particulares encontradas en la literatura. Final-
mente, en el límite de la constante cosmológica, 1/l2 = 0 en la teoría y en las soluciones, se
obtiene de forma consistente soluciones asintóticamente planas, y nuevamente este potencial
escalar evade el teorema de no pelo.
3.1. Principio variacional
Estudiamos el principio variacional de la acción de Hilbert-Einstein, la que describe
gravedad pura (sin materia) y sin constante cosmológica. Como ya vimos en el capítulo
anterior, el cálculo de la acción on-shell en la sección Euclidea (en la aproximación del punto
silla), nos da la energía libre F = βIEon−shell3 con la que podemos calcular las cantidades
termodinámicas y estudiar las posibles fases térmicas de los agujeros negros. Las ecuaciones
1Por ejemplo las velocidades de escape de la tierra y del sol son: vtierra = 11, 2 km/s y vsol = 617,5 km/s,
donde los radios de la tierra y del sol son: rtierra = 6 371 km y rsol = 695 700 km.
2Jhon Michell, 1783.
3Donde F puede ser la energía libre de Helmholtz, Gibbs o el Gran potencial, dependiendo del ensamble
termodinámico.
24
de movimiento son obtenidas variando la acción, donde los términos de borde no tienen
contribución a las ecuaciones, pero son importantes para obtener las cantidades conservadas
y la energía libre.
El principio variacional esta bien definido si δI = 0 en todo el espacio-tiempo. La acción de
Hilbert-Einstein con un término de borde es
I =
1
2κ
∫
d4x
√−gR + IB . (3.1)
Variando la acción respecto a la métrica, se obtiene
δI =
1
2κ
∫
d4x
√−gGαβδgαβ +
∫
d4x
√−ggαβδRαβ + δIB , (3.2)
donde Gαβ es el tensor de Einstein
Gαβ = Rαβ − 1
2
gαβR (3.3)
y el término δIB debe ser elegido de tal forma que δI = 0, esto es
δIB = −
∫
M
d4x
√−ggαβδRαβ = −
∮
∂M
vµnν
√−hd3x , (3.4)
donde
gαβδRαβ = v
µ
;µ , v
µ = gαβδΓµαβ − gαµδΓβαβ ,  = nµnµ = ±1 . (3.5)
El vector unitario nµ es la normal en el borde y es un vector tipo tiempo ( = −1) o tipo
espacio ( = 1), dependiendo si el borde es una variedad de tipo espacio o tiempo. Se puede
mostrar que
IB =
∫
∂M
d3x
√−hK . (3.6)
Donde la curvatura extrínseca Kαβ = ∇(αnβ), la métrica inducida hαβ = gαβ + nαnβ y la
traza K = hαβKαβ. Este es el término de borde de Gibbons-Hawking que da un principio
variacional bien definido δI = 0 4. Aquí κ = 8piG con G la constante gravitacional de
Newton, h es el determinante de la métrica del borde. Entonces la acción con la contribución
de Gibbons-Hawking es
I =
1
2κ
∫
M
d4x
√−gR + 1
κ
∫
∂M
d3x
√−hK . (3.7)
Este término de borde tiene contribución a la acción on-shell. En especial, el cálculo de la
energía libre para el agujero negro Schwarzschild asintóticamente plano en el que el término
de bulk (referida a la integral en el volumen del espacio-tiempo) desaparece ya que R = 0 5.
La única contribución a la acción (energía libre) esta dada por el término de borde Gibbons-
Hawking. En general esta es IR divergente. En las secciones posteriores mostramos métodos
concretos para eliminar estas divergencias y obtener la acción finita. Para más detalles, ver
la el apéndice A.
4En las condiciones de borde de Dirichlet, en la que δh = 0.
5La ecuaciones para la métrica son Rαβ = 0, de donde R = 0.
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3.2. Agujeros negros asintóticamente planos, Λ = 0
La solución de las ecuaciones de Einstein (sin constante consmológica) de un objeto
estático de masa M y con simetría esférica es el agujero negro de Schwarzschild descubierto
en 1916 por Karl Schwazschild. Esta solución esta caracterizada por su masa y tiene un
horizonte de sucesos que esconde la singularidad. Si consideramos un campo electromagnético
mínimamente acoplado a la gravedad, obtenemos la solución de Reissner-Nordström, este es
una agujero negro estático y con carga eléctrica. El ansatz más general con simetría esférica
y estático, para ambas soluciones, es:
ds2 = −N(r)dt2 +H(r)dr2 + r2(dθ2 + sin2 θdϕ2) . (3.8)
En estas coordenadas el sector asintótico corresponde a r = cte → ∞. Las soluciones asin-
tóticamente planas tienen las siguientes propiedades :
La métrica se aproxima a la métrica de Minkowski:
ds2 ∼ −dt2 + r2(dθ2 + sin2 θdϕ2) en la región r = cte→∞ .
El horizonte se obtiene de N(rh) = 0 y esta localizado en r = rh 6.
La única topología permitida por las ecuaciones de Einstein, para la sección transversal,
es la esférica: dΣ2k=1 = dθ2 + sin
2 θdϕ2 .
El invariante de Kretschmann:
Krets = RαβγσRαβγσ . (3.9)
Evaluada para la solución de Schwarzschild es Kret ∼ 1/r6 y para Reissner-Nordström es
Krets ∼ 1/r8. Eso nos dice que la singularidad del espacio-tiempo se encuentra en r = 0,
región donde la gravedad es infinitamente fuerte.
Agujero negro de Schwarzschild
Sea la acción
I[gµν ] =
1
2κ
∫
M
d4x
√−gR + 1
κ
∫
∂M
d3xK
√−h , (3.10)
donde κ = 8piG, G es la constante de Newton y el término de borde asegura que el principio
variacional se satisface δI = 0. Ya que no hay materia Tµν = 0, entonces las ecuaciones para
la métrica son
Rµν = 0 . (3.11)
Dado el ansatz (3.8), la solución es
ds2 = −
(
1− µ
r
)
dt2 +
(
1− µ
r
)−1
dr2 + r2(dθ2 + sin2 θdφ2) , (3.12)
6Es importante recalcar que para el caso de Reissner-Nordström hay dos soluciones para N(rh) = 0, por
lo que hay dos horizontes, r− y r+, tal que r− < r+.
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donde el horizonte es tal que: −gtt = 0⇒ rh = µ. La masa AMD o energía del agujero negro
es 7
M =
4piµ
κ
=
µ
2G
. (3.13)
Es fácil ver que en la región cerca del borde, r →∞, esta solución se aproxima a la métrica
de Minkowski .
Agujero negro de Reissner-Nordström
La acción del campo gravitacional acoplado mínimamente a un campo gauge U(1), es8
I[gµν , Aµ] =
1
2κ
∫
M
d4x
√−g
(
R− 1
4
FµνF
µν
)
+
1
κ
∫
∂M
d3xK
√−h , (3.14)
donde Fµν ≡ ∂µAν−∂νAµ es el tensor de Maxwell9, Aµ es el potencial gauge. Las ecuaciones
de movimiento para la métrica y el campo gauge son, respectivamente,
Rµν − 1
2
Rgµν =
1
2
TEMµν , (3.15)
∇µF µν = 0 , (3.16)
donde el tensor de stress para el campo gauge es
TEMµν = FµαF
·α
ν −
1
4
gµνF
2 . (3.17)
Las ecuaciones para el campo gauge (3.16) se satisfacen considerando que
A ≡ Aµdxµ =
(
q
r
− q
r+
)
dt , F = − q
r2
dr ∧ dt . (3.18)
Las condiciones de borde para el campo gauge son tales que es cero en el horizonte de sucesos
del agujero negro, A(r+) = 0 y constante en el borde A(∞) = −q/r+. El horizonte r+ es la
raíz mayor de la ecuación −gtt = 0 10.
Considerando el anzats (3.8), la distribución de materia es tal que N(r) = H(r)−1 = f(r) y
la solución para la métrica es
ds2 = −f(r)dt2 + f(r)−1dr2 + r2(dθ2 + sin2 θdϕ2) , (3.19)
7Mas adelante calcularemos esta masa mediante tres diferentes formas para un caso mucho más general
y veremos que en el caso especial de Schwarzschild la masa es jústamente M = µ/2G.
8En esta sección usaremos algunas expresiones usando las formas diferenciales. Para una breve revisión
de las formas diferenciales, ver el apéndice D
9El tensor de Maxwell satisface la identidad de Bianchi Fµν;α = 0
10Las soluciones para −gtt(rh) = 0, son rh = r±, es decir r− y r+, donde r− ≤ r+ = rh, se tiene dos
horizontes.
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f(r) = 1− µ
r
+
q2
4r2
=
(r − r−)(r − r+)
r2
. (3.20)
donde r± = 12(µ±
√
µ2 − q2) con µ2 ≥ q2. Este agujero negro esta caracterizado por su masa
M y carga Q. La masa AMD puede leerse fácilmente de −gtt
M =
4piµ
κ
=
µ
2G
, (3.21)
y la carga eléctrica de la ley Gauss es el flujo del campo electromagnético en la sección
transversal en el borde, con elemento de superficie d2Σµν :
Q ≡ 1
κ
∮
d2 ? F = − q
4G
. (3.22)
La ecuación para el horizonte (−gtt = 0), expresada en términos de (M,Q) tiene dos raíces
(r−, r+), r− ≤ r+ = rh
r± = G(M ±
√
M2 − 4Q2) . (3.23)
El horizonte de sucesos existe si M ≥ 2|Q|, por lo que hay una cantidad máxima de carga
que el agujero negro puede tener. A diferencia de los agujeros negros Schwarzschild, estos
agujeros negros cargados pueden llegar a tener temperatura cero cuando r− = r+ y al mismo
tiempo tener un horizonte finito11.
El potencial químico Φ se define como la energía ∆E necesaria para traer una carga ∆Q de
la región asintótica r =∞ al horizonte del agujero negro
Φ = At|r=∞ − At|r=r+ =
4GQ
r+
. (3.24)
Es interesante mencionar que los agujeros negros de RN se generalizan a p-branas en mayores
dimensiones [16, 17, 18].
3.3. Agujeros negros asintóticamente anti-de Sitter
Los agujeros negros asintóticamente anti-de Sitter son aquellas soluciones a las ecuaciones
de Einstein con constante cosmológica negativa Λ = −3/l2. Nuevamente consideramos un
ansatz radialmente simétrico y estático. Estas soluciones son tales que el borde es
ds2 =
r2
l2
(
−dt2 + l2dΣ2k
)
. (3.25)
A diferencia de las soluciones asimtóticamente planas, la constante cosmológica permite
soluciones con secciones transversales planos, esféricas e hiperbólicas. El ansatz de un agujero
negro estático y esféricamente simétrico es
ds2 = −N(r)dt2 +H(r)dr2 + S(r)dΣ2k . (3.26)
11O también M = 2|Q|
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donde las posibles geometrías para la sección transversal son
dΣ2k =

dθ2 + sin2 θdϕ2 for k = +1 ,
1
l2
∑2
i=1 dx
2
i for k = 0 ,
dθ2 + sinh2 θdϕ2 for k = −1 .
(3.27)
Distintas elecciones de la geometría de la sección transversal k = −1, 0, 1 nos dan distintas
topologías del borde 12
R×H2 , R× R2 , R× S2 , (3.28)
respectivamente. Este tipo de soluciones se conocen como agujeros negros topológicos y donde
R corresponde al tiempo y H2, R2, S2 a k = −1, 0, 1. Estas geometrías son el background
donde la CFT se define. Es importante aclarar que el borde de AdS 13 es no dinámico ya
que no hay grados de libertad gravitacionales en la teoría cuántica dual.
Una expresión muy útil para la sección transversal a la hora de usar paquetes matemáticos
de cálculo es 14
dΣ2k =
dy2
1− ky2 + (1− ky
2)dz2 . (3.29)
En la que para k = 0 cuyo dominio es −∞ < (y, z) ≤ ∞. Para k = 1 se tiene, y = cos θ,
z = ϕ por lo que el dominio es 0 ≤ θ ≤ pi, 0 ≤ ϕ ≤ 2pi. Finalmente para k = −1 se tiene,
y = sinh θ y z = ϕ por lo que el dominio es −∞ < θ <∞, 0 ≤ ϕ ≤ 2pi.
Agujero negro de Schwarzschild-AdS
La acción de Hilbert-Einstein con constante consmológica Λ = −3/l2 es
I[gµν ] =
1
2κ
∫
M
d4x
√−g(R− 2Λ) + 1
κ
∫
∂M
d3xK
√−h . (3.30)
Las ecuaciones de Einstein son
Rµν − 1
2
gµνR = −Λgµν . (3.31)
La solución es
ds2 = −
(
k − µ
r
+
r2
l2
)
dt2 +
(
k − µ
r
+
r2
l2
)−1
dr2 + r2dΣ2k . (3.32)
12La topología del borde nos dice como debemos foliar radialmente el espacio-tiempo
13Este borde (conforme), salvo el factor conforme r2/l2, es Minkowski, es decir, el borde conforme del
espacio-tiempo AdS4 es Minkowski en tres dimensiones.
14Esta es una forma compacta de escribir la expresión (3.27), y además puede generalizarse para dimen-
siones mayores, ver apéndice A.
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El horizonte es la solución mayor del polinomio dado por −gtt(rh) = 0
k − µ
rh
+
r2h
l2
= 0 , (3.33)
donde la masa AMD es
M =
σkµ
κ
. (3.34)
Fijando µ = 0, recuperamos el espacio-tiempo AdS (global). Si el radio del horizonte del
agujero negro esférico AdS, es pequeño en comparación al radio AdS, r+ << l, este se parece
a la solución asintóticamente plana. De hecho, si fijamos 1/l = 0, se obtiene la teoría (la
acción) y la solución de Schwarzschild de manera consistente.
3.4. Agujeros negros con pelo escalar
J. A. Wheeler (1971) propuso su famosa conjetura, de que los agujeros negros no tienen
pelo de campos de materia mas generales que el Maxwell en 4 dimensiones [19] 15. Sin embargo
se mostró que la hipótesis de Wheeler no se cumple, por ejemplo para teorías Einstein-Yang-
Mills, Einstein-Skyrme y en otras varias combinaciones con campos dilatónicos [20].
3.4.1. Teorema de no pelo
En esta sección presentamos los teoremas de no pelo y como pueden evadirse para obtener
soluciones de agujeros negros con pelo. En la literatura existen varias soluciones exactas pero
nos concentraremos en las soluciones estudiadas en [4]. El primer teorema de no-pelo-escalar
fue planteado por Bekenstein (1974)
No existen soluciones regulares de agujeros negros esféricos asintóticamente planos con
pelo escalar, para campos escalares acoplados mínimamente con potenciales convexos
(mínimo): ∂2V/∂φ2 > 0
Este teorema fue generalizado para campos escalares no-mínimamente acoplados y para
potenciales arbitrariamente positivos [21]. Mas tarde estos teoremas fueron obtenidos para
agujeros negros asintóticamente AdS [22, 23].
No hay soluciones de agujeros negros con pelo escalar asintóticamente AdS cuyo po-
tencial tiende asintóticamente a un mínimo (negativo) del potencial, ∂2V/∂φ2 > 0
Sea la acción de la gravedad acoplada mínimante a un campo escalar
I[gµν , φ] =
∫
d4x
√−g
[
R
2κ
− 1
2
∂µφ∂
µφ− V (φ)
]
, (3.35)
15El pelo se refiere a cantidades conservadas, las mismas que están relacionadas a las constantes de inte-
gración. En general los agujeros negros tienen tres pelos, masa, momento angular y carga eléctrica.
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donde usamos la convención κ = 8piG. Consideramos unidades naturales c = 1 = ~, [κ] =
M−2P donde MP es la masa reducida de Planck.
La ecuación de movimiento para el campo escalar es
1√−g∂µ
(√−ggµν∂νφ)− ∂V
∂φ
= 0 . (3.36)
Para evadir el teorema de no-pelo, el potencial debe cumplir con las siguientes condiciones,
las mismas que aseguran la existencia del vacío estable AdS en la región asintótica16:
dV
dφ
∣∣∣∣
φ=0
= 0 , V (0) = − 3
κl2
,
d2V
dφ2
∣∣∣∣
φ=0
< 0 . (3.37)
Esta nos dice que el potencial tiene un extremo, que es negativo y es máximo.
Por ejemplo los potenciales escalares construidos en [24, 25], evaden el teorema de no pelo.
El potencial V (φ)AdS tiene dos parámetros α y Λ = −3/l2,
V (φ)AdS =
(
− 1
l2
+ αφ
)
(4 + 2 coshφ)− 6α sinhφ (3.38)
Para graficar, fijamos α = (constante)l−2. Donde, para cualquier sistema de coordenadas en
el borde el campo escalar tiende a cero φ = 0. Es interesante que este potencial también
permite obtener soluciones si, además de haber un campo escalar, hay un campo gauge que
se acopla al campo escalar en la forma no minimal, eφF 2, en la acción.
Un segundo potencial se obtiene del anterior, fijando 1/l2 = 0, con este potencial se pueden
obtener soluciones asintóticamente planas.
V (φ)flat = 2αφ(2 + coshφ)− 6α sinhφ . (3.39)
De acuerdo a la figura 3.1, para ambos casos hay dos ramas (familias) φ < 0 y φ > 0, en
la que φ = 0 corresponde al valor del campo escalar en el borde y donde el potencial es un
máximo global (en cada rama). Note además que V (φ, α) = V (−φ,−α).
3.4.2. Agujero negro neutro con pelo escalar
Sean las ecuaciones de movimiento para el campo escalar dada en (3.36) y la métrica
obtenidas a partir de la acción (3.35)
Eµν = Rµν − 1
2
gµνR− κT φµν , (3.40)
donde el tensor de stress del campo de materia es
T φµν = ∂µφ∂νφ− gµν
[
1
2
(∂φ)2 + V (φ)
]
. (3.41)
16Consideramos que el campo escalar en el borde es cero.
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Figura 3.1: En nuestra notación: V = V (φ), φ(x) = lnx. La figura de la izquierda es el
potencial para teorías asintóticamente AdS. La figura de la derecha es el potencial para
teorías asintóticamente planas.
Usaremos el siguiente ansatz para la métrica de sección transversal plana
ds2 = Ω(x)
[
−f(x)dt2 + η
2dx2
f(x)
+
dy2
l2
+
dz2
l2
]
. (3.42)
Las ecuaciones para métrica son:
Ett − Exx = 0→ φ
′2 =
3Ω
′2 − 2Ω′′Ω
Ω2
, (3.43)
Ett − Eyy = 0→ f
′′
+
Ω
′
f
′
Ω
= 0 ,
Ett + E
y
y = 0→ V (φ) = −
1
Ω2η2
(
fΩ
′′
+ f
′
Ω
′
)
.
Las ecuaciones de movimiento pueden ser integradas si escogemos el siguiente factor conforme
[5, 24, 25]:
Ω(x) =
ν2xν−1
η2(xν − 1)2 , (3.44)
donde η2 es sólo una constante de integración que esta relacionada con la masa y ν es el
parámetro de pelo. El borde se encuentra en xb = 1 ya que Ω(x) diverge en ese punto.
Con esta elección de Ω(x), la ecuación para el campo escalar puede ser inmediatamente
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integrada
φ
′2 =
(ν − 1)2
x2
− 4ν(ν − 1)x
ν−2
xν − 1 +
4ν2xν−1
(xν − 1)2 +
2(ν − 1)
x2
+
4ν(1− ν − xν)xν−2xν−2
(xν − 1)2 , (3.45)
simplificando e integrando tal que en el borde xb = 1 el campo escalar es φ(xb) = 0, se tiene
que
φ
′2 =
ν2 − 1
2κx2
→
∫ φ=0
φ
dφ =
√
ν2 − 1
2κ
∫ 1
x
dx
x
, (3.46)
φ(x) = l−1ν lnx , l
−1
ν =
√
ν2 − 1
2κ
. (3.47)
La término l−1ν le llamamos longitud del dilatón. El campo escalar es cero, φ = 0, cuando
ν = 1, l−11 = 0, es decir el caso ν = 1 el es de no-pelo. De la misma forma, con la elección
de este factor conforme, podemos proceder a integrar fácilmente la segunda ecuación para
métrica
(f
′
Ω)
′
= 0 , (3.48)
f(x) =
c2η
2
ν2
∫
(xν − 1)2
xν−1
dx+ c1 ,
f(x) = c1 +
c2η
2
ν2
(
x2+ν
2 + ν
+
x2−ν
2− ν − x
2
)
.
Las constantes17 se fijan de tal forma que en el borde xb = 1, f(xb) = 1/l2 y c2 = α/η2,
entonces se obtiene18
f(x) =
1
l2
+ α
[
1
ν2 − 4 −
x2
ν2
(
1 +
x−ν
ν − 2 −
xν
ν + 2
)]
. (3.49)
Esta solución es invariante bajo la transformación ν → −ν, por lo que es lo mismo estudiar
en el rango de valores ν ≥ 1 y ν ≤ −1, mostramos que el potencial también es invariante
bajo el cambio de signo de ν. Trabajaremos en el rango de valores ν ≥ 1. Es fácil verificar
que esta solución es bien comportada para cualquier valor del parámetro pelo (hairy) ν ≥ 1
incluso en ν = 2, ya que en el límite de ν = 2, f(x) es convergente. Es interesante que con
Ω(x) y f(x) podemos obtener una expresión para el potencial V (φ), después de un largo y
cuidadoso cálculo, considerando que x = elνφ se obtiene
V (φ) =
Λ(ν2 − 4)
6κν2
[
ν − 1
ν + 2
e−φlν(ν+1) +
ν + 1
ν − 2e
φlν(ν−1) + 4
ν2 − 1
ν2 − 4e
−φlν
]
(3.50)
+
α
κν2
[
ν − 1
ν + 2
sinhφlν(ν + 1)− ν + 1
ν − 2 sinhφlν(ν − 1) + 4
ν2 − 1
ν2 − 4 sinhφlν
]
.
17Aclaro que sólo hay una constante de integración, ya que una de ellas es en realidad la constante
cosmológica y esta es un parámetro de la teoría.
18Esta elección es importante porque cuando calculamos el potencial on-shell, η2 no debe aparecer en el
potencial ya que es una constante de integración y no un parámetro de la teoría.
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Este potencial tiene dos partes, una que depende de la constante cosmológica Λ y otra que
es controlada por α. Los parámetros que definen la teoría son: Λ, G, α, ν. Este parámetro α
es importante, ya que si α = 0 se obtiene una singularidad desnuda, pero cuando α 6= 0 se
tiene un horizonte regular. Por lo que α tiene una relevancia importante en el interior del
espacio-tiempo.
El comportamiento asintótico del potencial se obtiene expandiendo alrededor de φ = 0
V (φ) =
Λ
κ
− φ
2
l2
+
κΛ
18
(ν2 − 3)
ν2 − 1 φ
4 − l
3
ν
90
(Λν2 − 4Λ− 6α)φ5 +O(φ6) , (3.51)
de donde vemos que esta solución exacta evade el teorema de no-pelo y acepta el vacío
est’andar AdS:
V (0) =
Λ
κ
,
dV
dφ
∣∣∣∣
φ=0
= 0 ,
d2V
dφ2
∣∣∣∣
φ=0
= − 2
l2
. (3.52)
El campo escalar tiene masa conforme m2 = −2/l2 cuyo valor pertenece a la ventana de
BF. El campo escalar vive en la parte exterior del horizonte de sucesos y se mantiene relati-
vamente estable por la autointeracción del campo escalar (back-reaction). Este pelo escalar
rápidamente disminuye en las proximidades del borde.
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Finalmente, es importante destacar que hay dos familias de soluciones bien comportadas,
tales que19 η > 0.
En el intérvalo x ∈ (0, 1) el campo escalar es negativo φ < 0, en ese caso, la singulari-
dad se encuentra en x = 0 y el borde es xb = 1.
En el intérvalo x ∈ (1,∞) el campo escalar es positivo φ > 0, en donde, xb = 1 sigue
siendo el borde y la singularidad se encuentra en x =∞.
Siguiendo un procedimiento similar se puede obtener la solución de sección transversal esfé-
rica (k = 1). El potencial que obtuvimos para el caso k = 0 es el mismo para este caso, y el
campo escalar es (3.47). El ansatz y la solución es
ds2 = Ω(x)
[
−f(x)dt2 + η
2dx2
f(x)
+ dθ2 + sin2 θdϕ2
]
, (3.53)
f(x) =
1
l2
+ α
[
1
ν2 − 4 −
x2
ν2
(
1 +
x−ν
ν − 2 −
xν
ν + 2
)]
+
x
Ω(x)
. (3.54)
Cuando fijamos el parámetro ν = 1 el campo escalar es φ = 0 y el potencial escalar se
reduce a V = Λ/κ, entonces α deja de ser un parámetro de la teoría y junto con η forman
una sóla constante de integración. Para ver esto realizamos la siguiente transformación de
coordenadas
Ω(x)|ν=1 = r2 ⇒ x = 1± 1
ηr
, (3.55)
donde η > 0 y ± es para la rama positiva y negativa respectivamente, se obtiene la solución
de Schwarzschild-AdS
−gtt = Ω(x)f(x) = k − µ
r
+
r2
l2
, µ = ∓α + 3η
2
3η3
. (3.56)
Aquí µ es la nueva constante de integración relacionada con la masa del agujero negro en las
coordendas (t, r,Σk).
3.4.3. Agujeros negros eléctricamente cargados con pelo
Veamos un ejemplo simple de una solución de agujero negro cargado con pelo escalar
I[gµν , Aµ, φ] =
1
16piGN
∫
d4x
√−g
[
R− 1
4
eγφF 2 − 1
2
∂µφ∂
µφ− V (φ)
]
, (3.57)
19Más adelante mostramos que el comportamiento termodinámico es muy similar para ambas familias de
soluciones
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donde el acoplamiento del campo gauge y el potencial son funciones del dilatón, y usamos
la convención κ = 8piG. Las ecuaciones de movimiento para el campo gauge, el dilatón y la
métrica, son
∇µ
(
eγφF µν
)
= 0 ,
1√−g∂µ
(√−ggµν∂νφ)− ∂V
∂φ
− 1
4
γeγφF 2 = 0 ,
Rµν − 1
2
gµνR =
1
2
[
T φµν + T
EM
µν
]
,
donde el tensor de stress de los campos de materia es
T φµν = ∂µφ∂νφ− gµν
[
1
2
(∂φ)2 + V (φ)
]
, TEMµν = e
γφ
(
FµαF
·α
ν −
1
4
gµνF
2
)
.
Solución, γ = 1
El caso γ = 1, asintóticamente AdS, el caso asintóticamente plano fue explicado en [25].
El potencial de la teoría en este caso es
V (φ) =
(
Λ
3
+ αφ
)
(4 + 2 cosh(φ))− 6α sinh(φ) . (3.58)
Considerando el ansatz
ds2 = Ω(x)
[
−f(x)dt2 + η
2dx2
x2f(x)
+ dθ2 + sin2 θdϕ2
]
, (3.59)
se obtienen las soluciones para la métrica y el campo gauge
f(x) =
1
l2
+ α
[
(x2 − 1)
2x
− lnx
]
+ η2
(x− 1)2
x
− q
2η2
2x2
(x− 1)3 , (3.60)
Ω(x) =
x
η2 (x− 1)2 , φ(x) = lnx , (3.61)
A = q
(
1
x
− 1
x+
)
dt, F = − q
x2
dx ∧ dt . (3.62)
Es interesante que para α = 0 (a diferencia del caso neutro descrito en la sección anterior)
aún existen soluciones regulares, en el sentido en el que existen horizontes (los ceros de
la ecuación f(x+) = 0) que esconden la singularidad. Actualmente estamos investigando
sobre la transición de fase de estos agujeros negros cargados con pelo en diversos escenarios.
Por ejemplo si 1/l2 = 0 las soluciones asintóticamente planas son regulares (por lo tanto
permitidas). Otro caso interesante se da cuando estudiamos soluciones sin potencial escalar
V (φ) = 0. En esos casos la responsabilidad para evadir el teorema de no pelo recae en el
término eφγF 2. Varias de estas soluciones pueden ser encontradas en [24, 25].
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Capítulo 4
Renormalización holográfica y
formalismo Hamiltoniano
4.1. Sustracción background vs contratérminos
El background es el campo de fondo, usualmente el estado base respecto al cual se com-
paran los estados o campos. En general, la acción on-shell para soluciones de agujeros negros
tienen divergencias1. Estas divergencias pueden eliminarse si calculamos la acción on-shell
respecto de su estado base. El método de sustracción background se basa en hecho de que se
conoce a priorí el estado base de la solución del agujero negro a estudiar. Pero hay soluciones
en la literatura donde el estado ground es patológico y casos en los que es imposible obtener
el estado ground. Por esta razón sería mucho mejor tener un método independiente del back-
ground. Es bien sabido que la acción on-shell contiene divergencias debido a la integración en
un volumen infinito. Estas divergencias IR (infrarrojas) en el lado de la teoría gravitacional
(invocando la dualidad AdS/CFT) se interpretan como las divergencias UV (ultravioleta) de
la teoría cuántica dual. La técnica usual en teorías cuánticas del campo consiste en agregar
contrateŕminos que eliminen estas divergencias. Entonces, en el lado gravitacional podemos
agregar contratérminos locales que dependen de la geometría intrínseca del borde [26]2
Ig = − 1
8piGN
∫
∂M
d3x
√−h Ξ(l,R,∇R) . (4.1)
Donde Ξ(l,R,∇R) depende del radio AdS l y de los invariantes construídos a partir de la
curvatura de Riemann del borde Rabcd3. La métrica inducida es hab y usamos la descomposi-
ción de los índices del espacio-tiempo µ = (r, a). Sea el espacio-tiempo AdS en coordenadas
1Incluso para el espacio-tiempo AdS (global) la acción contiene divergencias.
2Este método no solo se puede aplicar a soluciones de agujeros negros, tambien pueden usarse para
regularizar el tensor de stress holográfico y obtener la energía de otras soluciones asintoticamente AdS, por
ejemplo [27, 28, 29, 30, 31, 32, 33].
3El hecho de que dependa sólo de la geometría intrínseca del borde garantiza que las condiciones de borde
para la métrica del borde δh = 0 (Condición de borde de Dirichlet) no se violen.
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estáticas
ds2 = −
(
k +
r2
l2
)
dt2 +
(
k +
r2
l2
)−1
dr2 + r2dΣ2k , (4.2)
de la cual, la sección transversal dΣ2k admite diferentes topologías. La foliación r = R =
constante nos da la métrica inducida
habdx
adxb = −
(
k +
R2
l2
)
dt2 +R2dΣ2k . (4.3)
Es claro que los contratérminos gravitacionales4 Ig que dependen de R y sus derivadas son
distintas segun la foliación que escogamos (en este caso, según la topología de la sección
transversal). Concretamente, el proceso de regularización depende de la elección del sistema
de coordenadas en la región asintótica de AdS. Entonces diferentes foliaciones dan como
resultado diferentes teorías cuánticas del campo duales. El borde conforme de AdS como
vimos anteriormente es el espacio-tiempo de Minkowski
ds2 =
r2b
l2
(−dt2 + l2dΣ2k) , (4.4)
donde rb es el borde r =∞
Sustracción background
Sea la acción con constante cosmológica Λ = −3/l2 dada en (3.30) y dada la solución de
Schwarzschild-AdS de sección transversal esférica k = 1, dada en (3.32)
ds2 = −
(
1− µ
r
+
r2
l2
)
dt2 +
(
1− µ
r
+
r2
l2
)−1
dr2 + r2(dθ2 + sin2 θdϕ2) (4.5)
El horizonte es tal que −gtt = f(µ, r+) = 0 y la temperatura es
T =
f ′
4pi
∣∣∣∣
r+
= β−1 =
1
4pi
(
3r2+ + l
2
l2r+
)
. (4.6)
El término on-shell del bulk es:
IEbulk =
12piβ
κl2
∫ R
r+
r2dr =
4piβ
κl2
(R3 − r3+) . (4.7)
Donde R es un cut-off tal que el borde es R→ rb =∞. El término de Gibbons-Hawking se
obtiene considerando la foliación r = R = constante5
habdx
adxb = −
(
1− µ
R
+
R2
l2
)
dt2 +R2(dθ2 + sin2 θdϕ2) , (4.8)
4De ahora en adelante nombraremos Ig como contratérminos gravitacionales ya que dependen fundamen-
talmente de la geometría intrínseca del borde
5No confundir R con la curvatura escalar de Ricci
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donde el proyector P ab = gab−nana, la normal, la curvatura extrínseca y la trazaK = P abKab
de la foliación son, respectivamente
na =
δra√
grr
, Kab =
√
grr
2
∂rhab , K =
1
l2R2
(
1− µ
R
+
R2
l2
)−1/2(
−3l
2µ
2
+3R3 +2Rl2
)
(4.9)
y obtenemos
IEGH = −
4piβ
κl2
(
−3l
2µ
2
+ 3R3 + 2Rl2
)
. (4.10)
Entonces la acción Euclidea para el agujero negro explícitamente divergente es6:
IEbh = I
E
bulk + I
E
GH =
4piβ
κl2
(
3l2µ
2
− 2R3 − 2Rl2 − r3+
)
. (4.11)
El estado ground es el espacio-tiempo AdS (global) a temperatura finita β0 = 1/T0 (AdS
térmico), el cual se obtiene a partir de la solución Schawarzschild-AdS considerando µ = 0
ds2 = −
(
1 +
r2
l2
)
dt2 +
(
1 +
r2
l2
)−1
dr2 + r2(dθ2 + sin2 θdϕ2) . (4.12)
Necesitamos calcular la acción on-shell para esta métrica, en la que 0 ≤ r ≤ rb. La coordenada
temporal en la sección Euclidea t→ −iτE tiene periodicidad (temperatura) β0 = T−10
IEAdS = I
E
bulk + I
E
GH =
4piβ0
κl2
(
−2R3 − 2l2R
)
. (4.13)
Para comparar las dos acciones necesitamos que estén a la misma temperatura (ambas so-
luciones con la misma periodicidad en el borde)
β0
√
1 +
R2
l2
= β
√
1 +
R2
l2
− µ
R
. (4.14)
Con esta relación podemos comparar las acciones on-shell (energías libres) en el borde R→ rb
IE = IEbh − IEAdS =
4piβ
κl2
[(
3l2µ
2
− 2R3 − 2Rl2 − r3+
)
− β0
β
(
−2R3 − 2l2R
)]
, (4.15)
de donde obtenemos la energía libre
F = β−1IE =
4pi
κl2
(
l2µ
2
− r3+
)
. (4.16)
6La acción Euclidea se relaciona con la energía libre de la siguiente forma F = β−1IEbh, consideramos
unidades tales que la constante de Boltzman es igual a 1.
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Contratérminos
En este caso consideramos que desconocemos la métrica del estado ground. Entonces
consideramos contratérminos que están en función de de cantidades geométricas intrínsecas
al borde, estas eliminan las divergencias infrarrojas que aparecen en el lado de la grave-
dad. Estos contratérminos en el espacio-tiempo se interpretan como los contratérminos que
eliminan las divergencias ultravioletas de la teoría cuántica dual y tienen la forma7
Ig = −1
κ
∫
∂M
d3x
√−h
(
2
l
+
lR
2
)
. (4.17)
En 4-dimensiones, estos dos primeros contratérminos son suficientes para eliminar las diver-
gencias cúbicas de la contribución del IEbulk y las divergencias cúbicas y lineales de IEGH . La
acción Euclidea on-shell del bulk y de Giboons-Gawking (GH) es
IEbulk + I
E
GH =
4piβ
κl2
(
3l2µ
2
− 2r3b − 2rbl2 − r3+
)
. (4.18)
Los contratérminos evaluados on-shell son
IEg =
4piβ
κl2
(
1 +
l2
R2
− µl
2
R3
) 1
2
(2R3 + kl2R)
∣∣∣∣
R=rb
=
4piβ
κl2
(2r3b + 2l
2rb − µl2) , (4.19)
entonces la acción Euclidea on-shell con esta nueva contribución es
IE = IEbulk + I
E
GH + I
E
g =
4piβ
κl2
(
l2µ
2
− r3+
)
. (4.20)
Concluímos que ambos métodos nos dan el mismo resultado comparando con (4.16). Un pro-
cedimiento similar muestra que para los agujeros negros asintóticamente planos, mostrados
en (3.12) la acción finita (usando el método de sustracción background)8 da IE = 2piβr+
κ
. Las
energía libres para el agujero negro de Schwarzschild y Schwarzschild-AdS son
Fflat =
2pir+
κ
, FSAdS =
4pi
κl2
(
l2µ
2
− r3+
)
, (4.21)
respectivamente. Vemos que el agujero negro de Schwarzschild tiene una energía libre siempre
positiva F > 0, es decir no cambia de signo por lo que no hay transiciones de fase, de hecho
se puede mostrar que es inestable termodinámicamente, ya que la capacidad calorífica es
siempre C < 0 9.
7Para espacios-tiempo de 4-dimensiones, estos dos contratérminos son suficientes. Para mayores detalles
ver el apéndice A.
8Mas adelante aclaramos que la extensión del m’etodo de contratérminos a espacio-tiempo asintóticamente
planos fue extendido.
9El hecho de que los agujeros negros de Schwarzschild tengan C < 0, significa que el agujero negro nunca
llega a un equilibrio térmico, es decir, radía más de lo que absorbe. Debido a que el borde es plano las
partículas pueden escapar al borde (es como un sistema abierto), en cambio AdS es como una caja y un
agujero negro en AdS es como un sistema cerrado.
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Para el caso de los agujeros negros de SAdS la energía libre puede cambiar de signo y en
este caso podemos hablar de agujeros negros grandes r+ > l y de agujeros negros pequeños
r+ < l respecto del radio AdS, l. La energía (masa del agujero negro) se calcula mediante la
siguiente relación termodinámica, donde IE = βF
E = −T 2∂I
E
∂T
=
µ
2G
. (4.22)
En la figura 4.1, la capacidad calorífica C = ∂E/∂T es la pendiente de la curva de la
izquierda donde los agujeros negros grandes (de energía o masa grande) tienen capacidad
calorífica positiva y son termodinámicamente estables, al contrario de los agujeros negros
pequeños (C<0) que son inestables. En la derecha de la figura 4.1, la energía libre puede
cambiar de signo, donde el punto crítico (F = 0) esta dado por la temperatura de Hawking-
Page, THP = 1/pil. Esto es signo de transiciones de fase de primer orden 10. En la región
donde F < 0, los agujeros negros grandes (r+ > l) son preferidos y estables en cambio en la
región donde F > 0, el espacio AdS (global µ = 0, a temperatura finita) es preferido (r+ < l)
pero inestable11. Más adelante mostramos que las temperaturas de los agujeros negros de
Figura 4.1: Ambas figuras son para los agujeros negros de Schwarzschild-AdS. Izquierda, E
vs T y Derecha F vs T. En la figura GN es la constante de Newton, pero a lo largo de la
tesis usaremos G.
Schwarzschild y Schwarzschild-AdS son respectivamente12
Tflat =
1
4pirh
, TSAdS =
1
4pir+
(
1 +
3r2+
l2
)
. (4.23)
10Una transición de fase de 1er orden es tal que que la energía libre F = 0 y la entropía cambía de
forma discontínua. En términos de agujeros negros, eso significa que la formación de un agujero negro es una
transición de fase de primer orden.
11De hecho en esta región hay agujeros negros pequenõs (r+ < l), pero se evaporan rápidamente y es como
si el espacio fuese AdS puro.
12Recuerde que el horizonte lo designamos con rh, pero la ecuación para el horizonte de Schwarzschild-AdS
es cuadrática, por lo que hay dos raíces. En ese caso, consideramos a la raíz mayor como el horizonte rh = r+.
41
4.2. Formalismo de Brown-York
En el contexto de la dualidad AdS/CFT, el gravitón AdS se acopla al tensor de stress
energía del CFT [34, 35]: ∫
∂M
d3xhab Tab . (4.24)
Entonces, desde el punto de vista holográfico, el tensor de stress de Brown-York se interpreta
como el tensor de stress energía de la teoría dual del campo. En esta sección, trabajamos
en el sistema de coordenadas canónicas (t, r,Σk) para el cual, la métrica fue dada en (5.4).
Para la geometría del bulk, usaremos la siguiente foliación con superficies r = R = constant
donde la métrica inducida es
ds2 = habdx
adxb = −N(R)dt2 + S(R)dΣ2k . (4.25)
El tensor de stress cuasi-local de Brown-York es definido como [36]
τab ≡ 2√−h
δI
δhab
, (4.26)
donde I es la acción total, debidamente suplementada con los contratérminos 13. Ya que la
métrica donde la teoría dual vive esta relacionada con la métrica del borde por un factor
conforme, es muy importante enfatizar que el tensor de stress de CFT esta relacionado con
el tensor de stress de Brown-York salvo un factor conforme. Veamos un ejemplo, donde mos-
tramos los detalles de este método para el agujero negro de Schwarzschild-AdS— seguiremos
el análisis de [37]. Sea la métrica del agujero negro de Schwarzschild-AdS
ds2 = −
(
1− µ
r
+
r2
l2
)
dt2 +
(
1− µ
r
+
r2
l2
)−1
dr2 + r2dΩ2 . (4.27)
Si consideramos la foliación, r = R, la métrica inducida hab de cualquier slice 14, es
ds2 = −
(
1− µ
R
+
R2
l2
)
dt2 +R2dΩ2 , (4.28)
El tensor de stress holográfico se obtiene variando la acción debidamente suplementada con
los contratérminos gravitacionales, Ig
I =
1
2κ
∫
M
d4x
√−g(R− 2Λ) + 1
κ
∫
∂M
d3x
√−hK − 1
κ
∫
∂M
d3x
√−h
(
2
l
+
lR
2
)
, (4.29)
de donde
τab = − 1
8piG
(
Kab − habK − 2
l
hab + lGab
)
. (4.30)
13Una de las conclusiones más importantes en esta investigación es que una acción debidamente regulari-
zada, tal que el princípio variacional este bien definido δI = 0, se obtiene un tensor cuasi-local τab libre de
divergencias. Mostramos que de este tensor cuasi-local podemos obtener la energía.
14En español se dice cáscara o rebanada. Dejamos la expresión en Ingles.
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Como ya puntualizamos anteriormente, la métrica del borde es
ds2borde =
R2
l2
(−dt2 + l2dΩ2) . (4.31)
pero la métrica del background donde la teoría cuántica dual vive es γab definida de la
siguiente forma
ds2dual = γabdx
adxb = −dt2 + l2dΩ2 (4.32)
La métrica γab no es dinámica y esta relacionada por un factor conforme con la métrica del
borde. El correspondiente tensor de stress dual es
〈τ dualab 〉 = l´ım
R→∞
R
l
τab =
µ
16piGl2
(3δ0aδ
0
b + γab) . (4.33)
Escrita en esta forma [37], esta corresponde al tensor de stress de un gas térmico de partículas
sin masa y como ya se esperaba, debido a la simetría conforme su traza debe desaparecer
〈τ dual〉 = 〈τ dualab 〉γab = 0.
4.3. Formalismo Hamiltoniano
En espacios-tiempo AdS existen diferentes métodos para calcular la masa gravitacional y
es importante compararlas —para la condición de borde de Dirichlet esto fue hecho en gran
detalle [38] y salvo algunas ambigüedades relacionadas a términos constantes en el borde,
el formalismo Hamiltoniano, la masa AMD, y el método holográfico producen el mismo
resultado. Aunque, como ya fue aclarado en [39], cuando la simetría conforme se rompe en el
borde la masa AMD no es la masa física correcta y se debe calcular la masa Hamiltoniana del
sistema. En esta sección mostraremos algunos detalles del cálculo de la masa Hamiltoniana
y mostraremos que coincide con la masa holográfica aun cuando la simetría conforme en el
borde se rompe.
Consideramos el método de Regge-Teitelboim [40] para calcular la masa de teorías de
campos escalares acoplados mínamente a la gravedad en espacios-tiempo asintóticamente
locales AdS. Consideramos la acción
I[gµν , φ] =
∫
M
d4x
√−g
[
R
2κ
− 1
2
(∂φ)2 − V (φ)
]
+
1
κ
∫
∂M
d3xK
√−h , (4.34)
para el cual la ligaduras Hamiltonianas H⊥ and Hi, con i = 1, 2, 3, tienen contribuciones
del término gravitacional y de la materia que en este caso corresponde a un campo escalar
mínimamente acoplado con un potencial auto-interactuante V (φ).
Estas ligaduras son funciones de las variables canónicas: la métrica 3-dimensional gij y
el campo escalar φ, y sus correspondientes momentos conjugados piij y piφ. Las ligaduras
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Hamiltonianas están dadas por
H⊥ = 2κ√
g
[
piijpi
ij − 1
2
(
piii
)2]− 1
2κ
√
g (3)R
+
1
2
(
piφ
2
√
g
+
√
ggijφ,i φ,j
)
+
√
gV (φ) , (4.35)
Hi = −2piji |j + piφφ,i . (4.36)
La métrica 3-dimensional gij puede ser reconocida del elemento de linea escrita en su forma
ADM
ds2 = −(N⊥)2dt2 + gij
(
dxi +N idt
) (
dxj +N jdt
)
, (4.37)
donde, g, (3)R y la barra vertical | denotan el determinante, la curvatura escalar, y la derivada
covariante asociada a métrica espacial, respectivamente. El generador canónico de la simetría
asintótica definida por el vector ξµ = (ξ⊥, ξi) es una combinación lineal de las ligaduras
H⊥,Hi más un término de superficie Q[ξ]
H[ξ] =
∫
∂M
d3x
(
ξ⊥H⊥ + ξiHi
)
+Q[ξ] . (4.38)
Q[ξ] es escogido de tal forma que cancela los términos de superficie que provienen de la
variación de los generadores respecto a las variables canónicas. De esta forma, el generador
H[ξ] posee una derivada funcional bien definida [40]. La forma general de Q[ξ] para el
generador (4.38) esta dado por [41]
δQ[ξ] =
∮
d2Sl
[
Gijkl
2κ
(ξ⊥δgij |k − ξ⊥,kδgij) + 2ξkδpikl
+(2ξkpijl − ξlpijk)δgjk − (√gξ⊥gljφ,j +ξlpiφ)δφ
]
, (4.39)
donde
Gijkl ≡ 1
2
√
g(gikgjl + gilgjk − 2gijgkl) . (4.40)
La normal y las componentes tangenciales de la deformación permitida (ξ⊥, ξi) están rela-
cionadas con las componentes del espacio-tiempo (ξ⊥, (3)ξi) en la siguiente forma
ξ⊥ = N⊥ξt , ξi = (3)ξi +N iξt . (4.41)
El siguiente paso es notar que el generador Hamiltoniano (4.38) se reduce al término de
superficie Q[ξ] cuando las ligaduras se mantienen. Esto es, el valor de los generadores — las
cargas conservadas asociadas a las simetrías asintóticas — están justamente dadas por Q[ξ].
Ya que las cargas están definidas por un término de superficie en el borde, estas necesitan
solamente el comportamiento de las variables canónicas y simetrías cercanas al borde i.e. su
comportamiento asintótico. Nos centraremos en el caso estático. Por definición hay un vector
de Killing tipo-tiempo ξ = ξµ∂µ = ∂t, y la correspondiente carga conservada asociada con
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esta simetría — traslaciones temporales — es de primeros princípios la masa M 15. En el
caso estático todos los momentos desaparecen y la expresión (4.39), evaluado para ξ = ∂t,
se reduce a
δM ≡ δQ[∂t] =
∮
d2Sl
[
Gijkl
2κ
(ξ⊥δgij |k − ξ⊥,kδgij)−
√
gξ⊥gljφ,j δφ
]
. (4.42)
Notamos que hay una contribución explícita del campo escalar en la masa. En general esta
cantidad es distinta de cero. Con el fin de conseguir un mejor entendimiento de esta contri-
bución, es conveniente separarla de la contribución usual gravitacional escribiendo δM como
δM = δMG + δMφ , (4.43)
donde
δMG =
∮
d2Sl
Gijkl
2κ
(ξ⊥δgij |k − ξ⊥,kδgij) (4.44)
y
δMφ = −
∮
d2Sl
√
gξ⊥gljφ,j δφ . (4.45)
Como ya mencionamos anteriormente, la variación de la masa, dada por la integral de su-
perficie (4.42), necesita justamente el comportamiento asintótico de las variables canónicas
y simetrías. Sin embargo, esta variación usualmente requiere más información para ser in-
tegrada, y las condiciones de borde deben ser impuestas. La masa de un sistema queda
bien definida después de imponer las condiciones de borde. El efecto del fall-off lento del
campo escalar en la masa de espacios-tiempo asintóticamente con pelo fueron estudiados en
[41, 42, 43] usando el formalismo Hamiltoniano descrito anteriormente. Otras aproximaciones
y métodos pueden ser encontrados en [20, 44, 45, 46, 47].
Un paso más allá se hizo en [39] donde los cálculos de la masa de estas configuraciones
con pelo fueron hechas considerando información adicional obtenidas por las ecuaciones de
campo. Para este trabajo, nos centraremos en el análisis de una clase de potenciales de masa
conforme m2 = −2l−2 en cuatro dimensiones. La construcción de la masa Hamiltoniana nos
dió una útil intuición para construir los contratérminos.
15Del teorema de Noether.
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Capítulo 5
Gravedad diseñada
El término de Gravedad diseñada (Designer gravity) fue acuñado en [48]. Son aquellos
espacios-tiempo asintóticamente AdS tales que para la misma acción hay varias posibles
condiciones de borde para el campo escalar y que alterando estas condiciones, las propiedades
de la teoría cambian.
5.1. Condiciones de borde y deformaciones multitraza
AdS4
En esta sección, revisamos el rol de las condiciones de borde de AdS en el contexto de
la dualidad AdS/CFT [11]. De acuerdo al diccionario holográfico, imponer condiciones de
borde mixtas en el campo escalar corresponde a perturbar la teoría del borde N -largo por
una deformación multi-traza relevante, irrelevante o marginal [49] 1.
Vamos a empezar por exhibir algunos hechos conocidos acerca de la dualidad AdS/CFT
[11]. Nos gustaría describir qué tipo de condiciones de borde preservan la simetría conforme de
la teoría dual del campo e interpretarlas en el contexto de la dualidad AdS/CFT [20, 41, 49].
1Ver la sección 2.3.3
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En primer lugar, describimos el espacio-tiempo AdS4 y explicamos como las simetrías
de las dos teorías duales coinciden. Como explicamos anteriormente en la sección (2.1), el
grupo de isometría SO(3, 2) de AdS4 actúa en el borde (conforme) como el grupo conforme
2 actuando en el espacio-tiempo de Minkowski.
El espacio-tiempo AdS tiene el número máximo de isometrías en todas las dimensiones.
Por lo tanto, tiene una forma simple en un gran número de sistemas de coordenadas (ver,
p.ej., [50] para una discusión en el contexto de la dualidad AdS/CFT). Dependiendo de la
elección de la coordenada radial, las foliaciones a radio constante pueden tener una geometría
diferente o incluso una topología diferente. Por ejemplo, uno puede foliar AdS4 de la siguiente
forma:
ds¯2 = g¯µνdx
µdxν = −
(
k +
r2
l2
)
dt2 +
dr2
k + r
2
l2
+ r2dΣ2k , (5.1)
donde k = {+1, 0,−1} para las foliaciones esférica (dΣ21 = dΩ2), plana (dΣ20 = dx2 + dy2),
e hiperbólica (dΣ−1 = dH2), respectivamente. Aquí, dΩ2 y dH2 son la métricas unitarias de
una esfera e hiperboloide 2-dimensional, respectivamente. El radio l de AdS4 esta relacionada
con la constante cosmológica por Λ = −3/l2. El borde conforme está en r →∞, para el cual
la métrica inducida es
habdx
adxb =
r2
l2
(−dt2 + l2dΣ2k) . (5.2)
Ahora está claro que la geometría background donde vive la teoría del campo, está relacio-
nada con la geometría del borde por una transformación conforme. Por lo tanto, la métrica
del bulk está asociada con una estructura conforme en el infinito. El factor conforme juega
un papel importante cuando se calcula el tensor de strees del borde.
Aun cuando las diferentes foliaciones de AdS4 están relacionadas por transformaciones
de coordenadas locales, las correspondientes teorías gauge duales no son físicamente equi-
valentes (por ejemplo, en el caso k = 1 existen transiciones de fase Hawking-Page, pero no
para k = 0). Esto es debido al hecho de que diferentes foliaciones tipo espacio de la geo-
metría del background conducen a diferentes definiciones de la coordenada temporal (y del
Hamiltoniano) del sistema cuántico dual.
Las coordenadas de Poincaré (2.32), cubren sólo una parte del espacio-tiempo AdS4, el
espacio-tiempo de Minkowski aparece de forma natural como el borde conforme. Las isome-
trías finitas de AdS4 mapean el borde z = 0 a sí mismas y, por otra parte, actúan como trans-
formaciones conformes en el borde. En particular, la transformación (z, t, x, y)← λ(z, t, x, y),
la cual deja la métrica (2.32) invariante, actúa como la dilatación (transformación de escala)
en el borde. Dado que el espacio-tiempo AdS no es globalmente hiperbólico, uno tiene que
imponer las condiciones de borde. Dentro de la dualidad AdS/CFT, varias deformaciones
de las condiciones de borde de AdS se interpretan como duales a las deformaciones de la
CFT. Es bien sabido [51, 52] que un escalar de la masa arbitraria en AdS puede tener ambos
modos normalizable y no normalizable. Se ha demostrado en [53, 54] que los modos norma-
lizables describen las fluctuaciones en el bulk y los modos no normalizables corresponden a
2El grupo conforme del espacio-tiempo de Minkowski es el grupo que deja invariante el cono de luz, en
otras palabras, todas las transformaciones que dejan ds2 = 0 invariante
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operadores de inserción en la teoría dual del campo en el borde. Estamos interesados en el
caso en que ambos modos son normalizables:
m2BF +
1
l2
> m2 ≥ m2BF , m2BF = −
9
4l2
(5.3)
dondem2BF is la cota de BF (5.3) en cuatro dimensiones. En lo que sigue mostramos una breve
revisión de las condiciones de borde que se adaptan a un campo escalar con masa conforme.
Estamos interesados en la acción (4.34), donde V (φ) es el potencial escalar, κ = 8piG con G
la constante gravitacional de Newton, y el último término es el término de borde de Gibbons-
Hawking. Aquí, h es el determinante de la métrica del borde y K es la traza de la curvatura
extrínseca. Las ecuaciones de movimiento para el campo escalar y la métrica fuerón dadas
en (3.36) y (3.40), donde el tensor de stress del campo escalar es (3.41). Trabajamos con el
ansatz general
ds2 = −N(r)dt2 +H(r)dr2 + S(r)dΣ2k . (5.4)
Como se demostró por primera vez en tres dimensiones [42], y luego se generalizó a cuatro y
más dimensiones [20, 41, 43, 47], en presencia de campos escalares las condiciones de borde
estándares AdS son modificadas. Uno puede obtener el fall-off consistente para la componente
métrica grr considerando las ecuaciones de movimiento y el fall-off del campo escalar. Una
discusión general para cualquier masa del campo escalar en el rango (5.3) se puede encontrar
en [41], pero en este trabajo nos concentraremos en el caso concreto de masa conforme en
cuatro dimensiones m2 = −2l−2. Empezamos con el potencial3
V (φ) = − 3
κl2
− φ
2
l2
+O(φ4) . (5.5)
El fall-off del campo escalar en este caso es
φ(r) =
α
r
+
β
r2
+O(r−3) . (5.6)
Con el fin de acomodar agujeros negros se considera el siguiente comportamiento asintótico
para los coeficientes métricos, N(r) y S(R)
N(r) = −gtt = r
2
l2
+ k − µ
r
+O(r−2) , (5.7)
S(r) = r2 +O(r−2) . (5.8)
Ahora, utilizamos la combinación de las ecuaciones de movimiento (3.40), Ett − Err = 0,
de la que obtenemos
NS
′2H − 2NS ′′HS + (NH)′S ′S − 2κNHS2φ′2 = 0 (5.9)
3Se verifica inmediatamente que este potencial evade el teorema de no-pelo. Además la teoría es tal que
V (0) = −3/κl2, lo que significa que tiene como vacío a AdS.
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y entonces
H(r) = grr =
l2
r2
+
l4
r4
(
−k − α
2κ
2l2
)
+
l5
r5
(
µ
l
− 4καβ
3l3
)
+O(r−6) . (5.10)
La razón por la que deseamos obtener el fall-off de grr de esta manera es por que la masa
Hamiltoniana se puede leer de él — si hay una contribución del campo escalar a la masa,
uno debe ser capaz de identificarla en grr. A partir de ahora, se utilizará la notación genérica
para la expansión de grr como
grr =
l2
r2
+
al4
r4
+
bl5
r5
+O(r−6) , (5.11)
donde a = −k − κα2
2l2
y b = µ
l
− 4καβ
3l3
. En este punto, es interesante investigar que cuando las
condiciones asintóticas son AdS invariantes y el Hamiltoniano está bien definido. Parece que,
para una relación funcional especial de los modos del campo escalar α y β, ambas condiciones
se cumplen. Esto se hizo de manera explícita en [20, 41] y aquí sólo presentamos el resultado:
β = Cα2. (5.12)
Curiosamente, también se puede obtener un Hamiltoniano finito cuando la simetría con-
forme del borde se rompe. Un análisis similar se puede hacer para la llamada rama logarítmica
[43]. En lo que sigue nos gustaría analizar cuidadosamente este caso y presentar detalles que
se van a utilizar en las siguientes secciones.
Es bien sabido que una ecuación diferencial de segundo orden tiene dos soluciones lineal-
mente independientes. Cuando la relación de las raíces de la ecuación es un número entero, la
solución puede desarrollar una rama logarítmica. Esto es exactamente lo que ocurre cuando
el campo escalar satura la cota de BF, en cuyo caso el fall-off contiene un término logarítmico
[43]. Sin embargo, estamos interesados en un campo escalar de masa conforme m2 = −2l−2.
Para obtener la rama logarítmica, un término cúbico en la expansión asintótica del potencial
del campo escalar es necesario [41]
V (φ) = − 3
κl2
− φ
2
l2
+ λφ3 +O(φ4) , (5.13)
de manera que el fall-off del campo escalar a considerar es
φ(r) =
α
r
+
β
r2
+
γ ln(r)
r2
+O(r−3) . (5.14)
Para obtener el fall-off de grr usamos el mismo fall-off para las otras componentes de la
métrica y la misma combinación de las ecuaciones de movimiento como en la rama no-
logarítmica, Ett − Err = 0. Obtenemos
H(r) = grr =
l2
r2
+
l4
r4
(
−k−κα
2
2l2
)
+
l5
r5
(
µ
l
−4καβ
3l3
+
2καγ
9l3
)
+
l5 ln r
r5
(
−4καγ
3l3
)
+O
[
ln (r)2
r6
]
.
(5.15)
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Utilizando de nuevo la notación genérica para la expansión asintótica de grr
H(r) =
l2
r2
+
l4a
r4
+
l5b
r5
+
l5c ln r
r5
+O
[
ln (r)2
r6
]
, (5.16)
identificamos los coeficientes relevantes como
a = −k − α
2κ
2l2
, b =
µ
l
− 4καβ
3l3
+
2καγ
9l3
, c = −4κγα
3l3
. (5.17)
Ahora, vamos a ver cuando el fall-off del campo escalar que hemos considerado es compatible
con su ecuación de movimiento:
∂r
(
φ
′
S
√
N√
H
)
− S
√
NH
∂V
∂φ
= 0 . (5.18)
En la región asintótica, r →∞, esta ecuación viene a ser
3α2l2λ+ γ
l2
+O(r−1) = 0 , (5.19)
y de esta forma, el coeficiente de γ esta fijado por α as γ = −3l2λα2 (o, usando la notación
que se usaremos más adelante, γ = Cγα2, donde Cγ = −3l2λ). Este resultado es importante
porque, como veremos en breve, también forma parte de las condiciones que preservan la
simetría conforme del borde. El último paso en nuestra derivación es investigar cuando las
condiciones de borde se preservan dentro de la simetría asintótica AdS. El correspondiente
vector de Killing asintótico ξµ = (ξr, ξm) es
ξr = rηr(xm) +O(r−1) , (5.20)
ξm = O(1) ,
donde {m} es un índice que para el tiempo y las coordenadas angulares. El fall-off del campo
escalar debe ser invariante dentro de las simetrías asintóticas AdS y así obtenemos:
φ′(x) = φ(x) + ξµ∂µφ(x) =
α
′
r
+
β
′
r2
+
γ
′
ln(r)
r2
+O(r−3) , (5.21)
donde
α
′
=α− ηrα + ξm∂mα , (5.22)
β
′
=β − ηr(2β − γ) + ξm∂mβ ,
γ
′
=γ − 2γηr + ξm∂mγ .
Si los coeficientes de la serie (5.21) están funcionalmente relacionados, β = β(α, xm) y
γ = γ(α, xm), la simetría conforme en el borde fija la relación funcional entre los coeficientes
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de modo que las ecuaciones anteriores son compatibles. Se puede realizar una expansión de
Taylor de γ′ y β ′ para obtener:
α
′ ∂γ
∂α
− γ′ = 0 = α∂γ
∂α
− γ + ηr
(
2γ − α∂γ
∂α
)
+ ξm
(
∂α
∂xm
∂γ
∂α
− ∂γ
∂xm
)
(5.23)
y
α
′ ∂β
∂α
− β ′ = 0 = α∂β
∂α
− β + ηr
(
2β − γ − α∂β
∂α
)
+ ξm
(
∂α
∂xm
∂β
∂α
− ∂β
∂xm
)
(5.24)
Considerando el hecho de que ηr y ξm son independientes, conseguimos de (5.23) que 2γ =
α ∂γ
∂α
, lo que implica que γ = Cγα2. Este es el resultado obtenido antes de la ecuación de
movimiento para el campo escalar. De la integración (5.24) obtenemos
β(α) = (−Cγ ln(α) + C)α2 . (5.25)
Si Cγ = 0, el resultado coincide con la condición que se encuentra para la rama no logarítmica
(5.12). Una vez más, se puede obtener un Hamiltoniano finito incluso si la invarianza confor-
me se rompe. Una formulación precisa de la dualidad AdS/CFT [11] se propuso en [13, 15]
y fue desarrollado para deformaciones multi-traza en [49]. Las observables en el lado de la
teoría del campo de la dualidad son las funciones de correlación de los operadores invariantes
gauge, que están compuestos de campos elementales. Cualquier campo en supergravedad φ
corresponde a un operador O en la teoría del campo en el borde. La dualidad relaciona la
funcional generadora (generatriz) de funciones de correlación del operador O con la función
de partición de cuerdas/gravedad en el espacio AdS con las condiciones de borde que se
imponen a las excitaciones en el bulk. En nuestro caso, los campos relevantes en el bulk son
el gravitón (perturbaciones métricas) y el campo escalar. Los operadores correspondientes
en la teoría del campo dual son el tensor de stress de energía Tµν de la teoría dual del campo
y un operador escalar de dimensión ∆, respectivamente. Consideremos un campo escalar
masivo. Al resolver la ecuación de movimiento cerca de la frontera, se obtiene:
φ(r) =
α
r∆−
+
β
r∆+
+ ... (5.26)
donde α y β son las componentes relevantes y sub-relevantes de la expansión asintótica del
campo escalar y ∆± = 32 ±
√
9
4
+m2l2. Dependiendo del valor de la masa, los dos modos (en
la sección de Lorentz) puede ser divergente o finito. Por ejemplo, para una masa cuadrado-
positiva m2 > 0 el modo de β es divergente en el interior y finito en el borde y el modo
α es divergente en el borde pero finito en el interior. Entonces, el modo β corresponde a
la fuente de las corrientes en la teoría dual del borde. Por otro lado, activando el modo de
α, la geometría del bulk es modificada, mientras la estructura AdS cerca del borde puede
ser preservada — este es el tipo de deformación que nos interesa en este trabajo. Puesto la
solución de gravedad en el bulk cambia, uno tiene que realizar un análisis linealizado alrededor
del nuevo background para calcular las funciones de correlación. Esto es exactamente lo que
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sucede cuando se cambia el vacío en torno al cual se expande para obtener las cantidades
físicas. Entonces, en la teoría dual, se da una situación similar: la teoría del campo dual
se expande alrededor de un vacío con valores expectación de vacío no triviales (VEV) para
los operadores apropiados. De hecho, en en el diccionario est’andar AdS/CFT [53, 54], una
solución para la gravedad en el bulk con un dilatón no trivial corresponde en la teoría del
campo dual a la inserción de una fuente para un operador de dimensión conforme ∆−, VEV
α, y la corriente β = J(x).
El espectro de los operadores de la teoría del campo dual incluye todas las cantidades
invariantes gauge, es decir, el producto de las trazas de los productos de los campos (o la
suma de estos productos). Los operadores de una sola traza en la teoría del campo pueden
ser identificados con los estados de una sola partícula en AdS, mientras que los operadores
multi-traza corresponden a los estados de múltiples partículas. La importancia de las defor-
maciones multi-traza desde un punto de vista del lado de la gravedad se investigó en [49, 20].
Las condiciones de borde mixtas juegan un papel importante, ya que corresponden a una
deformación de la acción de la teoría del campo dada por 4
ICFT → ICFT −
∫
d3xW [O(x)] (5.27)
donde β(x) = dW
dα(x)
, y W es fijada por las condiciones de borde del lado de la teoría de
cuerdas.
5.2. Contratérminos y acción regularizada
En la sección 4.1 mostramos a manera de ejemplo, el análisis y los cálculo para el agujero
negro de Schawrzschild-AdS. En esta sección mostramos una generalización al caso de campos
escalares mínimamente acoplados a la gravedad. En el apéndice A.1 se muestran algunos
detalles de los cálculos en D-dimensiones del espacio-tiempo, los cuales se reducen a este
caso especial fijando D = 3 + 1.
5.2.1. Principio variacional
Nuestro objetivo es construir contratérminos (términos de borde) que regularizan la ac-
ción de forma que el princípio variacional este bien definida. Los términos de borde no
cambian las ecuaciones de movimiento y de esta forma estos pueden ser incorporados en
la acción. Para conseguirlo, primero consideramos la acción (4.34) cuando el campo escalar
esta apagado. En este caso, la acción tiene dos términos: la acción del bulk y término de
superficie de Gibbons-Hawking necesario para asegurar que la variación de Euler-Lagrange
este bien definida. La acción gravitacional calculada en esta forma (aún a tree-level) con-
tiene divergencias que surgen por integrar sobre el volumen infinito del espacio-tiempo. En
el contexto de AdS/CFT, la divergencias infrarrojas (IR) de la gravedad son interpretadas
como las divergencias ultravioletas (UV) de dual CFT. Es bién conocido, que la forma de
4Este es un ejemplo concreto de deformación, ver sección 2.3.3
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calcular la acción del bulk sin introducir un background es adicionar contratérminos locales
a la acción, los cuales eliminan todas las divergencias, dejando una acción finita que corres-
ponde a la función de partición del CFT. Para gravedad AdS puro en cuatro dimensiones,
la acción debe ser suplementada con el siguiente contratérmino [26] 5:
Ictg = −
1
κ
∫
∂M
d3x
√−h
(
2
l
+
Rl
2
)
. (5.28)
Donde, hab es la métrica inducida en el borde y R es el escalar de Ricci. En presencia del
campo escalar, este contratérmino no es suficiente para cancelar las divergencias en la acción.
Para este caso, un término de borde adicional que depende del campo escalar es necesario,
concretamente Iφ. Estudiaremos el principio variacional de la siguiente acción:
I =
∫
d4x
√−g
(
R
2κ
− (∂φ)
2
2
− V (φ)
)
+
1
κ
∫
∂M
d3x
√−hK− 1
κ
∫
∂M
d3x
√−h
(
2
l
+
Rl
2
)
+Iφ
(5.29)
para un campo escalar de masa conforme m = −2l−2. En algunos trabajos previos (por
ejemplo, ver [55, 56]), el siguiente contratérmino que produce una acción finita para la rama
no-logarítmica fue propuesto:
Ictφ =
1
6κ
∫
∂M
d3x
√−h
(
φnν∂νφ− φ
2
2l
)
. (5.30)
Sin embargo, esta es problemática porque no es intrínseco al borde y también, para condicio-
nes de borde mixtas, el principio variacional no se satisface. En su reemplazo, proponemos
nuevos contratérminos para las ramas, logarítmica y no-logarítmica, de forma que la acción
es finita y el principio variacional esta bien definido δI = 0. Los contratérminos intrínsecos
son construidos de tal forma que sean compatibles con el método Hamiltoniano, en el sentido
en el que los resultados concuerdan para cualquier condición de borde. Comenzaremos con
la rama no-logarítmica con el término de borde asociado al campo escalar dado por
Iφ = −
∫
∂M
d3x
√−h
[
φ2
2l
+
W (α)
lα3
φ3
]
. (5.31)
Entonces, usando la expansión en el borde de la métrica y el campo escalar, la variación de
la acción da un término de borde evaluada en el cut-off r:
δI =
∫
d3x
√−h
[
1
r
(
−√grrφ′ − φ
l
− 3W (α)φ
2
lα3
)(
1 +
1
r
d2W (α)
dα2
)
+
(
3W (α)
α
− β
)
φ3
lα3
]
δα.
(5.32)
Es fácil mostrar que el princípio variacional esta bien definido cuando el cut-off tiende al
infinito:
l´ım
r→∞
δI = 0 . (5.33)
5Incluso para el agujero negro de Schwarzschild-AdS, ver la sección 4.1
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Para la rama logarítmica debemos trabajar con el siguiente contratérmino para el campo
escalar:
Iφ = −
∫
∂M
d3x
√−h
[
φ2
2l
+
φ3
lα3
(
W − αγ
3
)
− φ
3Cγ
3l
ln
(
φ
α
)]
. (5.34)
Usando la expansión asintótica de la métrica y el campo escalar, también se muestra que
el principio variacional esta bien definido para condiciones de borde arbitrarias cuando el
cut-off en el término de superficie tiende a infinito.
5.2.2. Acción regularizada y variables termodinámicas
Evaluando la acción nos da resultados formalmente divergentes. nos gustará mostrar
que, de hecho, que todas la divergencias pueden ser eliminadas usando los contratérminos
propuestos en la sección previa, de tal forma que la acción queda finita. Usaremos la técnica
est’andar de la rotación de Wick de la dirección temporal t = iτ . Entonces, la temperatura
esta relacionada a la periodicidad del tiempo Euclídeo τ (∆τ = β = 1/T ) y la contribución
relevante a la energía libre esta determinada por la evaluación de la acción Euclídea. La acción
tiene cuatro términos, la parte del bulk IEbulk, el término de superficie Gibbons-Hawking IEGH ,
y dos contratérminos del borde (Ictg , Ictφ ): I = IEbulk + IEGH + Ictg + Ictφ . Primero calculamos
estas contribuciones a la rama no-logarítmica.
Ya que estudiaremos la propiedades de la familia de soluciones exactas de agujeros negros
con pelo6, comenzamos con el siguiente ansatz para la métrica
ds2 = Ω(x)
[
−f(x)dt2 + η
2dx2
f(x)
+ dΣ2k
]
. (5.35)
Expresiones concretas para las funciones Ω(x) y f(x) fueron presentadas en la sección 3.4.2.
Los cálculos en el (t, x,Σ) sistema de coordenadas (5.35) est’an relacionados por una simple
transformación de coordenadas al sistema (5.4). En lo que sigue, xb y rb denotan el borde y
x+, r+ el horizonte. La acción Euclidea on-shell del bulk puede ser escrita como
IEbulk =
∫ 1/T
0
dτ
∫ xb
x+
d3x
√
gEV (φ) =
σk
2ηκT
d(Ωf)
dx
∣∣∣∣xb
x+
, (5.36)
donde σk es el área de Σk (por ejemplo, para k = 1, σ1 = 4pi)7 y gE es la métrica en la seccón
Euclidea. Los dos sistemas de coordenadas (t, x,Σk) y (t, r,Σk) estan relacionadas por
Ω(x)→ S(r) , f(x)→ N(r)
S(r)
, dx→
√
NH
ηS
dr (5.37)
y de esta forma, podemos reescribir la integral del bulk en el sistema de coordenadas (t, r,Σk)
como
IEbulk =
σk
2κT
S√
NH
dN
dr
∣∣∣∣rb
r+
. (5.38)
6Ver la sección 3.4.2
7Para los casos de k = −1, 1 se trabaja con densidades, por ejemplo la densidad de energía.
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Ahora calculamos el termino de Gibbons-Hawking. Consideramos una hiper-superficie tipo-
tiempo (timelike) x = x0. Entonces, la métrica inducida hµν = gµν−nµnν , normal, curvatura
extrínseca, y su traza K = hµνKµν son
ds2 = habdx
adxb = Ω(x0)
[
−f(x0)dt2 + dΣk
]
, (5.39)
na =
δxa√
gxx
∣∣∣∣
x=x0
, Kab =
√
gxx
2
∂xgab
∣∣∣∣
x=x0
, K =
1
2η
(
f
Ω
)1/2[
(Ωf)
′
Ωf
+
2Ω
′
Ω
]∣∣∣∣
x0
.
(5.40)
Usando las ecuaciones de transformación (5.37), la contribución de este término puede ser
reescrita como
IEGH = −
σk
κT
Ωf
2η
[
(Ωf)
′
Ωf
+
2Ω
′
Ω
]∣∣∣∣
xb
= − σk
2Tκ
(
S√
NH
dN
dr
+
2N√
NH
dS
dr
)∣∣∣∣
rb
. (5.41)
La contribución del contratérmino gravitacional es
Ictg =
2σk
κT l
(
Ω3/2f 1/2 +
l2k
2
f 1/2Ω1/2
)∣∣∣∣
xb
=
2σk
κT l
S
√
N
(
1 +
l2k
2S
)∣∣∣∣
rb
. (5.42)
Usando la fórmula general para la temperatura
T =
N
′
4pi
√
NH
∣∣∣∣
r+
, (5.43)
uno puede escribir la suma de estas contribuciones en la acción total como
IEbulk + I
E
GH + I
ct
g = −
1
T
[
σkS(r+)T
4G
]
− σk
2κT
[
2N√
NH
dS
dr
− 4
l
S
√
N
(
1 +
l2k
2S
)]∣∣∣∣
rb
. (5.44)
Para el fall-off del campo escalar de masa conforme m2 = −2l−2 dada en (5.6) y con el fall-off
de la métrica (5.7) y (5.11), la acción Euclidea viene a ser
IEbulk + I
E
GH + I
ct
g = −
A
4G
− σk
T
(
−µ
κ
+
4αβ
3l2
+
rα2
2l2
)∣∣∣∣
rb
. (5.45)
Aqui, A = σkS(r+) es el área del horizonte. Ahora es claro que el contratérmino gravitacional
no es suficiente para eliminar las divergencias en el borde rb →∞, pero esta nueva divergencia
lineal puede ser regularizada con el siguiente contratérmino que depende del campo escalar:
Ictφ =
∫
∂M
d3x
√
hE
[
φ2
2l
+
W (α)
lα3
φ3
]
=
σk
T
(
W
l2
+
αβ
l2
+
rα2
2l2
)∣∣∣∣
r∞
. (5.46)
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La acción Euclidea renormalizada puede ser reescrita usando β = dW/dα como
IE = IEbulk + I
E
GH + I
ct
g + I
ct
φ = −
A
4G
+
σk
T
[
µ
κ
+
1
l2
(
W − α
3
dW
dα
)]
(5.47)
y de esta forma, la energía libre viene a ser
F = IET = M − TS . (5.48)
Las relaciones termodinámicas nos dan la misma masa y entropía para los agujeros negros:
M = −T 2∂I
E
∂T
= σk
[
µ
κ
+
1
l2
(
W − α
3
dW
dα
)]
(5.49)
y
S = −∂(I
ET )
∂T
=
A
4G
. (5.50)
Un cálculo similar puede ser realizado para la rama logarítmica. Trabajaremos de nuevo con
un campo escalar de masa conforme m2 = −2l−2 con un fall-off (5.14) para el cual la métrica
fall-off es (5.15). Si trabajamos con el contratérmino (5.46), obtenemos
IEbulk + I
E
GH + I
ct
g + I
ct
φ = −
A
4G
+
σk
T
{
µ
κ
+
1
l2
[
W (α)− α
3
dW
dα
+
2αγ
9
− αγ
3
ln r
]}
(5.51)
y vemos que aún hay una divergencia logarítmica. Por consiguiente, uno debe considerar una
nueva contribución del campo escalar que cancele esa divergencia:
I¯ ctφ =
∫
∂M
d3x
√
hE
{
φ3γ
3α2l
[
ln
(
α
φ
)
− 1
]}
=
σk
T
[
−αγ
3l2
+
αγ ln r
3l2
+O(r−1 ln r)
]
. (5.52)
También obtenemos una acción finita para la rama logarítmica
IE = IEbulk + I
E
GH + I
ct
g + I
ct
φ + I¯
ct
φ = −
A
4G
+
σk
T
[
µ
κ
+
1
l2
(
W − α
3
dW
dα
− αγ
9
)]
, (5.53)
donde γ = Cγα2 y Cγ = −3l2λ. Las relaciones termodinámicas dan resultados correctos:
M = −T 2∂I
E
∂T
= σk
[
µ
κ
+
1
l2
(
W − α
3
dW
dα
− αγ
9
)]
(5.54)
y
S = −∂(I
ET )
∂T
=
A
4G
. (5.55)
La simetría conforme del borde es preservada cuando W (α) = α3(C + l2λ lnα).
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5.3. Tensor de stress Brown-York
En la sección 4.2, presentamos el formalismo de Brown-York y sus interpretaciones en la
teoría dual. A modo de ejemplo, mostramos los cálculos para el agujero negro Schwarzschild-
AdS. En esta sección estudiaremos la generalización de cuando los campos escalares están
presentes.
En la sección anterior vimos que el campo escalar tiene contribución a la acción la misma
que nos da un buen principio variacional δI = 0. De esta acción suplementada con los
términos de borde del campo escalar, construiremos el tensor de stress de Borwn-York, la
cual tiene contribución del campo escalar.
Un procedimiento similar puede ser usado para los agujeros negros con pelo, pero uno de
be añadir contratérminos del borde relacionados con el campo escalar. En el caso de la rama
no-logarítmica, la acción completa es (5.29) y el contratérmino escalar fue dada en (5.30),
donde Gab es el tensor de Einstein para la folicación (4.25) dado por Gab = δtaδtbNk/S. El
tensor de stress regularizado es
τab = −1
κ
(
Kab − habK + 2
l
hab − lGab
)
− hab
l
[
φ2
2
+
W (α)
α3
φ3
]
. (5.56)
Entonces, las componentes del tensor de stress son
τtt =
l
R
[
µ
8piGl2
+
1
l4
(
W − αβ
3
)]
+O(R−2) , (5.57)
τθθ =
l
R
[
µ
16piG
− 1
l2
(
W − αβ
3
)]
+O(R−2) ,
τφφ =
l sin2 θ
R
[
µ
16piG
− 1
l2
(
W − αβ
3
)]
+O(R−2) .
El tensor de stress de la teoría dual del campo puede ser puesta en la forma similar a la del
agujero negro de Schwarzschild-AdS:
〈τ dualab 〉 =
3µ
16piGl2
δ0aδ
0
b +
γab
l2
[
µ
16piG
− 1
l2
(
W (α)− αβ
3
)]
. (5.58)
La traza puede ser fácilmente calculada y obtenemos
〈τ dual〉 = − 3
l4
[
W (α)− αβ
3
]
. (5.59)
A diferencia del agujero negro de Schwarzschild-AdS, para los agujeros negros con pelo
existen diferentes tipos de condiciones de borde, concretamente esta preserva o no la simetría
conforme. Como se esperaba, cuando la simetría conforme es preservada, W = Cα3, la traza
del tensor de stress desaparece 〈τ dual〉 = 0 y no hay anomalía conforme. Un procedimiento
similar pero más complicado puede ser aplicado a la rama lograrítmica. La acción (5.29)
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tiene una nueva contribución (5.52) que cancela la divergencia logarítmica, y el nuevo tensor
de stress cuasilocal regularizado es
τab = −1
κ
(
Kab− habK + 2
l
hab− lGab
)
− hab
l
[
φ2
2
+
φ3
α3
(
W − αγ
3
)
+
φ3γ
3α2
ln
(
α
φ
)]
, (5.60)
cuyas componentes son
τtt =
l
R
[
µ
8piGl2
+
1
l4
(
W − αβ
3
− αγ
9
)]
+O
[
(lnR)3
R2
]
, (5.61)
τθθ =
l
R
[
µ
16piG
− 1
l2
(
W − αβ
3
− αγ
9
)]
+O
[
(lnR)3
R2
]
,
τφφ =
l sin2 θ
R
[
µ
16piG
− 1
l2
(
W − αβ
3
− αγ
9
)]
+O
[
(lnR)3
R2
]
.
El tensor de stress de la teoría dual viene a ser
〈τ dualab 〉 =
3µ
16piGl2
δ0aδ
0
b +
γab
l2
[
µ
16piG
− 1
l2
(
W (α)− αβ
3
− αγ
9
)]
. (5.62)
Su traza es
〈τ dual〉 = − 3
l4
(
W − αβ
3
− αγ
9
)
(5.63)
y, como se esperaba, esta desaparece para las condiciones de borde que preserva la condiciones
de borde que preserva la simetría conforme:
〈τ dual〉 = 0⇒ γ = −3l2λα2 , W (α) = α3[C + l2λ lnα] . (5.64)
5.4. Masa Hamiltoniana
Mediante el formalismo Hamiltoniano calculamos la masa o energía del agujero negro y
mostraremos la contribución no-trivial del campo escalar. Nos centramos en el caso concreto
de teorías campos escalares mínimamente acoplados a la gravedad y de masa conforme:
m2 = −2/l2. Esta masa conforme es mayor que la masa de BF (Breitenlohner-Freedman)
m2BF = −9/4l2 y esta por debajo de la cota unitaria: m2BF + 1/l2 = −5/4l2,
−5/4l2 > m2 > −9/4l2 . (5.65)
De esta forma ambos modos de la expansión (en la vecindad del borde r →∞) del campo
escalar son normalizables
φ(r) =
α
r
+
β
r2
+O(r−3) . (5.66)
Mostramos la equivalencia de la masa holográfica (obtenida mediante el método de renor-
malización holográfica) y la masa Hamiltoniana. Finalmente vemos una aplicación concreta
a la solución exacta de agujero negro con pelo.
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5.4.1. Rama logarítmica y no-logarítmica
En la expansión del potencial como una serie de potencias en torno a φ = 0, se demostró
en [41] la ausencia de ramas logarítmicas en el comportamiento asintótico de la métrica y
del campo escalar, es debido a que la serie no contiene un término cúbico. Este conjunto de
condiciones asintóticas permite soluciones exactas de agujeros negros escalares [5, 6, 57]. El
fall-off del campo escalar y la métrica en el infinito se obtuvo en la sección 5.1.
Ahora, evaluamos las expresiones generales (4.44) y (4.45) para configuraciones estáticas,
usando las anteriores condiciones asintóticas. Consideramos el borde localizado en r = ∞.
Integrando las ‘coordenadas angulares’, obtenemos la contribución gravitacional
δMG =
σk
κ
[rδa+ lδb+O(1/r)] (5.67)
y la contribución del campo escalar
δMφ =
σk
l2
[rαδα + αδβ + 2βδα +O(1/r)] . (5.68)
Mediante la adición de ambas contribuciones tenemos la variación de la masa
δM =
σk
κl2
[r(l2δa+ καδα) + l3δb+ κ(αδβ + 2βδα) +O(1/r)] . (5.69)
Es importante recordar que esta expresión para δM tiene sentido sólo en el caso cuando se
cumplen las ligaduras Hamiltonianas. En el caso estático, solo hay una ligadura no trivial,
H⊥ = 0, el cual para las condiciones asintóticas dadas anteriormente obtenemos
k + a
κ
+
α2
2l2
= 0 . (5.70)
La divergencia lineal en (5.69) es removida por el reemplazo de (5.70) en (5.69). Entonces,
la variación asintótica de la masa queda finita
δM =
σk
κl2
[l3δb+ κ(αδβ + 2βδα)] . (5.71)
Para integrar las variaciones en (5.71), las condiciones de borde para el campo escalar son
necesarias. En particular, la integración de (5.71) requiere una relación funcional entre α y
β. Si definimos β = dW (α)/dα, la masa del espacio tiempo está dada por
M = σk
[
lb
κ
+
1
l2
(
α
dW (α)
dα
+W (α)
)]
. (5.72)
Observamos que en la masa (5.72) se define salvo una constante. Esta constante se fija a
cero con el fin de fijar una masa cero para el espacio-tiempo AdS a nivel local debido a que
en cuatro dimensiones no hay energía Casimir.
Para obtener la rama logarítmica, es necesario usar el potencial auto-interactuante (5.13)
de tal forma que el campo escalar a considerar es (5.14). La ligadura Hamiltoniana H⊥ = 0
se satisface si (5.70) y
lc
κ
− 4α3λ = 0 (5.73)
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se cumplen. Ahora, evaluamos (4.44) y (4.45). En este caso encontramos
δMG =
{
lδb
κ
+
δa
κ
r +
lδc
κ
ln(r) +O
(
ln(r)2
r
)}
σk (5.74)
y
δMφ =
[
αδβ + 2βδα + 3α2l2λδα
l2
+ r
αδα
l2
−12λα2δα ln(r) +O
(
ln(r)2
r
)]
σk . (5.75)
Ambas contribuciones contienen divergencias lineales y logarítmicas. Sumando (5.74) y
(5.75), las divergencias lineales se cancelan en virtud de (5.70) y las divergencias logarít-
micas desaparecen considerando (5.73). De este modo, obtenemos una expresión finita para
la variación de la masa,
δM =
[
lδb
κ
+
αδβ + 2βδα + 3α2l2λδα
l2
]
σk . (5.76)
Nuevamente, necesitamos condiciones de borde, una relación funcional entre α y β, para
integrar δM . Consideramos la relación general β = dW
dα
, de forma que la masa Hamiltoniana
esta dada por
M =
[
lb
κ
+
1
l2
(
α
dW
dα
+W (α) + α3l2λ
)]
σk . (5.77)
La masa puede estar relacionada con el primer término sub-relevante de gtt usando (5.17).
Así, la masa se puede ser escrita como
M =
[
µ
κ
+
1
l2
(
W (α)− 1
3
α
dW
dα
+
1
3
α3l2λ
)]
σk . (5.78)
Por lo tanto, la expresión M = µσkκ−1 es obtenida sólo para α = 0 o
W (α) = α3
[
C + l2λ ln(α)
]
, (5.79)
que corresponden con las condiciones de borde AdS invariantes [41].
5.4.2. Equivalencia entre masa holográfica y masa Hamiltoniana
Armado con el formalismo de Brown-York suplementado con contratérminos, se puede
obtener la energía de agujeros negros con pelo. La métrica del borde se puede escribir, al
menos localmente, en forma similar a ADM. Siempre y cuando la geometría del borde tiene
una isometría generada por el vector de Killing ξa = (∂t)a, la energía es, de forma usual,
la carga conservada. En concreto, vamos a utilizar las coordenadas (t, r, σk) con la métrica
(5.4) y la foliación (4.25) parametrizada como
dΣ2k =
dy2
1− ky2 + (1− ky
2)dφ2 . (5.80)
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La energía
E =
∫
dσiτijξ
j =
∫
dydφSuiτijξ
j , (5.81)
está asociada con la superficie t = constante, para el cual la métrica inducida es
ds2 = σijdx
idxj = SdΣ2k , (5.82)
con el vector normal ua = N−1/2(∂t)a. Para la rama no-logarítmica, usando el tensor de
stress quasilocal (B.3), se obtiene
E = σk
[
µ
κ
+
1
l2
(
W − α
3
dW
dα
)]
. (5.83)
Con un cálculo similar para la rama logarítmica, pero con el tensor de stress quasilocal (5.60),
se obtiene la siguiente energía del agujero negro con pelo:
E = σk
[
µ
κ
+
1
l2
(
W − 1
3
α
dW
dα
− αγ
9
)]
= σk
[
µ
κ
+
1
l2
(
W − 1
3
α
dW
dα
− α
3Cγ
9
)]
. (5.84)
Esto muestra un perfecto acuerdo con la masa Hamiltoniana incluso si la simetría conforme
se rompe en el borde — con ambos métodos es posible obtener una energía finita y los
resultados coinciden. Sin embargo, la prescripción AMD [58] para el cálculo de la masa de
un espacio-tiempo con pelo no es adecuado cuando el campo escalar rompe la invarianza
asintótica anti-de Sitter [39].
Ejemplo para una solución exacta
Como ejemplo concreto, discutimos las condiciones de borde y algunas propiedades ho-
lográficas de las soluciones exactas de [5, 6]. Consideramos el siguiente potencial escalar
mostrada anteriormente en la sección 3.4.2, y para evitar confusiones cambiamos de nota-
ción α → Υ. Para algunos valores particulares del parámetro Υ, se convierte en una de las
truncaciones de ω-deformed gauged N=8 supergravedad [6, 59, 60]:
V (φ) =
Λ(ν2 − 4)
6κν2
[
ν − 1
ν + 2
e−φlν(ν+1) +
ν + 1
ν − 2e
φlν(ν−1) + 4
ν2 − 1
ν2 − 4e
−φlν
]
(5.85)
+
Υ
κν2
[
ν − 1
ν + 2
sinhφlν(ν + 1)− ν + 1
ν − 2 sinhφlν(ν − 1) + 4
ν2 − 1
ν2 − 4 sinhφlν
]
.
Utilizando el ansatz para la métrica (5.35), las ecuaciones de movimiento pueden ser integra-
das para el factor conforme (3.44) donde Υ, ν, κ y Λ = −3l−2 son parámetros del potencial
y η es una constante de integración. Todos ellos caracterizan la solución con pelo. Con esta
elección del factor de conforme, es sencillo de obtener las expresiones para el campo escalar 8
φ(x) = l−1ν lnx (5.86)
8Estas fueron mostradas anteriormente en la sección 3.4.2
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y la función métrica
f(x) =
1
l2
+ Υ
[
1
ν2 − 4 −
x2
ν2
(
1 +
x−ν
ν − 2 −
xν
ν + 2
)]
+
x
Ω(x)
(5.87)
donde l−1ν =
√
(ν2 − 1)/2κ.
Para comparar con los resultados presentados en la sección anterior, debemos trabajar
con las coordenadas canónicas de AdS. Vamos a discutir la rama x ∈ (1,∞) para el cual el
campo escalar se define positivamente. Cambiamos la coordenada r de forma que la función
delante de la sección transversal, dΣk, tiene la siguiente fall-off:
Ω(x) = r2 +O(r−3) . (5.88)
Esta elección está motivada por el hecho de que el término O(r−2) genera un término lineal
en el fall-off de Ω. Los tres primeros términos sub-relevantes son
x = 1 +
1
ηr
+
m
r3
+
n
r4
+
p
r5
+O(r−6) (5.89)
y pueden ser calculados teniendo en cuenta la expansión alrededor de r =∞:
Ω(x) = r2−24mη
3 + ν2 − 1
12η2
−24nη
4 − ν2 + 1
12η3r
+
720m2η6 − 480pη5 + ν4 − 20ν2 + 19
240η4r2
+O(r−3) .
(5.90)
Después de un cálculo sencillo obtenemos
x = 1 +
1
ηr
− (ν
2 − 1)
24η3r3
[
1− 1
ηr
− 9(ν
2 − 9)
80η2r2
]
+O(r−6). (5.91)
Las siguientes expansiones asintóticas para las funciones métricas:
−gtt = f(x)Ω(x) = r
2
l2
+ 1 +
Υ + 3η2
3η3r
+O(r−3) , (5.92)
grr =
Ω(x)η2
f(x)
(
dx
dr
)
=
l2
r2
− l
4
r4
− l
2(ν2 − 1)
4η2r4
− l
2(3η2l2 + Υl2 − ν2 + 1)
3η3r5
+O(r−6) . (5.93)
La expansión asintótica del campo escalar en estas coordenadas es
φ(x) = l−1ν lnx =
1
lνηr
− 1
2lνη2r2
− ν
2 − 9
24η3r3
+O(r−4) (5.94)
y entonces, en la notación est’andar, obtenemos α = 1/lνη, β = −1/2lνη2. Ambos modos
son normalizables y, ya que β = Cα2 con C = −lν/2, la simetría conforme en el borde se
preserva. Ahora, podemos calcular fácilmente la masa Hamiltoniana del sistema como se
propuso en [39]
M = σ
[
µ
κ
+
1
l2
(
W − α
3
dW
dα
)]
(5.95)
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y considerando W = −lνα3/6, σ = 4pi, y l−1ν =
√
(ν2 − 1)/2κ obtenemos
M = −σ
κ
(
3η2 + Υ
3η3
)
, (5.96)
que coincide con la masa holográfica. Finalizamos con la interpretación de estas soluciones
con pelo dentro de la dualidad AdS/CFT. Es decir, puesto que W = −lνα3/6, corresponde a
la adición de una deformación de triple traza a la acción del borde como es (5.27) (ejemplos
similares se pueden encontrar en [20, 61]):
ICFT → ICFT + lν
6
∫
d3xO3 . (5.97)
Para diferentes agujeros negros con pelo, los cuales están caracterizados por el parámetro
ν, la relación entre α y β no cambia por lo que hay deformaciones triple traza, pero con
diferentes acoplamientos.
5.5. Discusión
Ya que esta sección contiene cálculos detallados e interpretaciones, presentamos algunas
conclusiones generales.
El método de contratérminos [26], el cual fue obtenido en el contexto de la dualidad
AdS/CFT inicialmente fue propuesto para soluciones asintóticamente AdS [62, 63, 64] y
entonces fue generalizado a soluciones asintóticamente planas [65, 66, 67, 68, 69, 70, 71, 72]
e incluso a soluciones dS [73, 74, 75, 76], aunque en los últimos dos casos la interpretación
holográfica no es clara y generalmente es poco aceptada. Interesantemente, este método da
el tensor de stress cuasilocal y las cargas conservadas, en una forma muy similar con la bien
comprendida holografía de espacios-tiempo asintóticamente AdS.
Cuando la teoría contiene campos escalares, existe una diversidad de condiciones de
borde mixtas que pueden ser impuestas, en particular las condiciones de borde que rompen
la simetría conforme del borde. El método de renormalización holográfica [62, 63, 64, 77] que
usa la expansión de Fefferman-Graham fue generalizado para condiciones de borde mixtas
que corresponden a la rama no-logarítmica de las soluciones en [78].
En este trabajo construimos contratérminos explícitamente covariantes que son similares
a las propuestas por Balasubramanian y Kraus [26] y generalizadas para teorías (potenciales
moduli) que contienen además soluciones de rama logarítmica. Para construir estos con-
tratérminos nos guiamos por el método Hamiltoniano que provee las condiciones de borde
correctas (en particular, el fall-off del campo escalar) de tal forma que las cargas conservadas
son finitas. También verificamos que el principio variacional para la acción gravitacional este
bien definida. Puede que no sea una sorpresa de que la masa holográfica concuerda con la
masa Hamiltoniana para todas las condiciones de borde. Sin embargo, cuando comparamos
con el formalismo AMD hay un cámbio drástico cuando las condiciones de borde no preser-
van la simetría conforme y, como fue mostrado en [39], la masa AMD no es adecuada para
este caso.
63
Como futuras direcciones, nos gustaría considerar contratérminos para otras masas con-
formes del campo escalar y para otras teorías en mayores dimensiones. Sería útil, si fuese
posible, plantear un algoritmo general para construir contratérminos usando el método Ha-
miltoniano — no es del todo claro si eso es posible para soluciones de gravedad que son
asintóticamente dS. Para agujeros negros extremos, existen diferentes métodos para calcular
las cantidades conservadas, el formalismo de la función entropía de Sen [7, 79, 80] (para
agujeros negros rotantes fue generalizado en [8] y en el contexto de la dualidad AdS/CFT,
ver por ejemplo [81, 82, 83, 84, 85]). Sin embargo, este método nos da las cargas usando
los datos de la geometría cerca del horizonte y, cuando hay un flujo RG no-trivial en teo-
rías con escalares encendidos, es interesante comparar las cargas conservadas calculadas en
el horizonte con las obtenidas en el borde por el método de contratérminos. El método de
contratérminos también fue usado en [1] para estudiar los diagramas de fase de una clase
general de agujeros negros con pelo de horizonte esférico.
Una perspectiva diferente naturalmente surge cuando los campos escalares y la gravedad
interactuan. De hecho, se demostró anteriormente que en espacios-tiempo asintóticamente
planos y cuando el potencial escalar es convexo, el único agujero negro esféricamente simétrico
es la solución de Schwarzschild [86, 87], el cual fue generalizado a auto-interacciones no
negativas [21, 88], para un reciente review ver [89]. Se esperaba que los teoremas de no-
pelo se preservaran cuando, asintóticamente existe una constante cosmológica no trivial. La
existencia numérica de agujeros negros AdS fueron verificadas en varios artículos [20, 22, 90]
(un gran número de agujeros negros con pelo exáctos fuerón encontrados cuando el campo
escalar tiene una masa m2 = −2/l2 [5, 6, 57, 91, 92, 93, 94, 95]). Algunos de esos agujeros
negros son linealmente estables [90, 96]. Otra interesante dirección es sobre soluciones de
estrellas bosónicas y la relación con las inestabilidades de algunas soluciones AdS (y el
propio AdS) [97, 98, 99, 100, 101].
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Capítulo 6
Termodinámica de agujeros negros
Los agujeros negros asintóticamente AdS juegan un rol importante en el entendimiento
de la dinámica y termodinámica de las teorías holográficas duales del campo v’ia la dualidad
AdS/CFT [11]. En particular, estos agujeros negros son duales a los estados térmicos de la
teoría del campo en el borde. Las transiciones de fase de primer orden en el bulk pueden ser
relacionadas a las transiciones de fase confinaminamiento/deconfinamiento en la teoría del
campo dual [14]. Ya que los campos escalares aparecen como el moduli en teoría de cuerdas,
es importante entender la termodinámica y sus propiedades genéricas de los agujeros negros
con pelo.
Motivados por esas consideraciones, en esta sección estudiaremos en detalle la termodi-
námica de una clase general de agujeros negros con pelo escalar 4-dimensional [6, 95, 102]
(ejemplos en otras dimensiones o para diferentes topologías del horizonte pueden ser encon-
tradas en [5, 24, 25, 55, 56, 93, 103, 104]). El potencial escalar esta caracterizado por dos
parámetros y la solución del agujero negros tiene una constante de integración que esta re-
lacionada con su masa. Para algunos valores particulares de los parámetros en el potencial,
las soluciones pueden ser inmersas en supergravedad [6, 93]. El potencial del campo escalar
contiene como casos especiales todas las soluciones exactas estáticas no cargadas discutidas
ampliamente en la literatura [57, 91, 92] (para los detalles, ver [4]). Esas configuraciones
estáticas fueron extendidas a soluciones de agujeros negros dinámicos [105, 106].
Hay algunas sutilezas en la definición de la masa de los agujeros negros con pelo [20,
39, 41, 44, 47]. En [39], un método concreto del calculo de la masa de un agujero negro
asintóticamente AdS fue propuesto. Este método es muy útil desde un punto de vista práctico
porque esta usa justamente la expansión de las funciones métricas en el borde. Sobre todo,
esta puede ser usada para agujeros negros con pelo que preservan o no la simetría conforme
(las isometrías AdS) del borde. Usaremos este método, el cual esta basada en el formalismo
Hamiltoniano [40], para calcular la masa de las soluciones de agujeros negros.
Sin embargo, basados en la física de la dualidad AdS/CFT, un método diferente fue
desarrollado, y se conoce como Renormalización Holográfica [107] (ver, también, [26, 64, 77,
108, 109]1) — para condiciones de borde mixtas del campo escalar, este método fue desarro-
1Un método similar para espacios-tiempo asintóticamente AdS fue desarrollado en [65, 66] y algunas
aplicaciones concretas fueron presentadas en [71, 72].
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llado y promovido en [78]. La principal idea detrás de este método es que, considerando la
holografía, las divergencias infrarrojas (IR) que aparecen en el lado de la gravedad son equi-
valentes con las divergencias ultravioletas de la teoría dual del campo. Entonces, para curar
estas divergencias, uno necesita adicionar contratérminos que son locales y dependen en la
geometría intrínseca del borde. De esta forma, uno puede usar el formalismo cuasi-local de
Brown y York [36] suplementadas con estos contratérminos para calcular la acción Euclidea
regularizada y el stress tensor del borde. La energía es la carga asociada con el vector de
Killing ∂t y esta puede ser obtenida del stress tensor del borde.
Con estos resultados, uno puede investigar la termodinámica y los diagramas de fase de las
soluciones de agujeros negros con pelo. En particular, mostramos que existen transiciones de
fase de primer orden que llevan a una discontinuidad en en la entropía. Resultados similares
fueron obtenidas para una clase general de soluciones de agujeros negros en una teoría con
un campo escalar invariante conforme [110].
Este capítulo esta organizado de la siguiente manera: En la primera parte describimos
un método desarrollado en [71] para calcular la temperatura de cualquier agujero negro
estacionario. En la siguiente parte mostramos las transiciones de fase los agujeros negros con
horizonte esférico y planar. Presentamos una discusión con el resumen para cada caso.
6.1. Espacio-tiempo de Rindler
En el espacio-tiempo de Minkowski se puede definir un número infinito de observadores
(sistemas de coordenadas) inerciales y no-inerciales. Los observadores inerciales son inva-
riantes bajo el grupo de Lorentz SO(1, 3) que dejan invariante la métrica
ds2 = −dt2 + dx2 + dy2 + dz2. (6.1)
En espacio-tiempos curvos el principio de equivalencia asegura que el espacio-tiempo es
localmente de Minkowski. Es decir, localmente no es posible saber si acceleración es de-
bido a la gravedad o a una fuerza externa. Consideremos observadores no-inerciales en el
espacio-tiempo de Minkowski. Esto puede conseguirse mediante la siguiente transformación
de coordenadas
t = ρ sinh (aτ), x = ρ cosh (aτ) (6.2)
que mapea la métrica (6.1) a
ds2 = −a2ρ2dτ 2 + dρ2 + dy2 + dz2 , (6.3)
donde los dominios de la aceleración y el parámetro temporal son respectivamente, aµaµ = a2,
0 ≤ a ≤ ∞, −∞ ≤ τ ≤ ∞. Estos son los observadores de Rindler y tienen acceso sólo a
una parte del espacio-tiempo de Minkowski, el resto es inaccesible causalmente, oculto por el
horizonte de Rindler. Es importante recordar que si el observador no-inercial deja de acelerar,
este horizonte desaparece. Este tipo de observadores pueden encontrarse en las cercanías
del horizonte de sucesos del agujero negro de Schwarzschild, pero a diferencia del espacio-
tiempo de Rindler, el horizonte del agujero negro no puede desaparecer bajo un cambio
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global de coordenadas. Entonces el campo gravitacional del agujero negro de Schwarzschild
es equivalente a la aceleración que mide un observador no-inercial en un espacio-tiempo de
Minkowski. Este es el principio de equivalencia. El espacio-tiempo de Rindler en la sección
Euclidea τ → −iτE, donde τE ∈ (0, 2pi), presenta una singularidad cónica en ρ = 0: ds2 =
ρ2d(aτE)2 + dρ2.. , la que puede ser evitada considerando la periodicidad β = 2pi
a
. Esta
periodicidad esta relacionada con la temperatura mediante T = 1
β
= a
2pi
. Entonces, un
observador de Rindler mide una temperatura distinta de cero, y que por el principio de
equivalencia un observador en las cercanías del agujero negro de Schwarzschild (localmente)
mide una temperatura. Basados en esta idea en [71] mostraron un método general para
determinar la temperatura de agujeros negros estacionarios.
6.2. Temperatura de agujeros negros estacionarios
En capítulos anteriores mostramos que en la sección Euclidea podemos obtener la función
de partición y, de esta, las cantidades termodinámicas. Sin embargo hay casos en los cuales
este m’etodo no funciona correctamente, tal es el caso de agujeros negros en 5 dimensiones
como las soluciones de anillos negros (black rings) debido a que la métrica en la sección
Euclidea no es una métrica para una variedad real2.
En nuestro caso, el ansatz estático (3.26) en la sección Euclidea t→ −itE es:
ds2 = N(r)dt2E +H(r)dr
2 + S(r)dΣ2k. (6.4)
Vemos que la métrica resultante es real, pero cuando consideramos soluciones estacionarias3
donde el término gtϕdtdϕ esta presente en la métrica. En la sección Euclidea este nuevo tér-
mino toma la forma −igtϕdtEdϕ, entonces la métrica queda compleja. Estas configuraciones
con geometría compleja y acción real (función de partición) funcionan adecuadamente y el
procedimiento se conoce con el nombre de cuasi-Euclidean method [111]4.
Aquí nos concentraremos en el caso estático de cuatro dimensiones. Realizando el cambio
ρ =
√
N , en la sección Euclídea y reordenando se puede identificar la singularidad cónica en
el sector (τE, r)
ds2 = grr
4N
[(N)′ ]2
[
ρ2
[(N)
′
]2
4Ngrr
dτ 2E + dρ
2
]
. (6.5)
Recordando el caso de Rindler, identificamos la periodicidad ∆τE = β con la temperatura,
T =
1
β
=
(N2)
′
4pi
√
N2grr
∣∣∣∣
H
. (6.6)
Cuando gtϕ = 0, la métrica invariante bajo la inversión temporal t → −t, se dice que es el
caso estático. Son las soluciones estáticas las que estudiamos a lo largo de la presente tesis.
2Las componentes angulares son funciones complejas
3Por ejemplo la solución de Kerr
4En este método se realiza una transformación de Wick a las variables intensivas, para el caso de black
ring, ϕ→ −iϕ
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Usando esta formula podemos calcular la temperatura de los agujeros negros de Sch-
warzschild y Reissner-Nordström, asintóticamente planos:
Tflat =
1
4pirh
, TRN−flat =
1
4pir+
(
1− q
2
4r2+
)
. (6.7)
De igual forma la temperatura de los agujeros negros de Schawazschild-AdS y RN-AdS:
TSch−AdS =
1
4pir+
(
1 +
3r 2+
l2
)
, TRN−AdS =
1
4pir+
(
1 +
3r 2+
l2
− q
2
4r 2+
)
. (6.8)
Es interesante notar que las temperaturas de los agujeros negros de Schwarzschild-AdS y
RN-AdS, cuando el horizonte r+ es pequeño r+  l, se aproximan a las temperaturas de
los agujeros negros asintóticamente planos 5. Finalmente, calculamos la temperatura de los
agujeros negros con pelo escalar (3.53) y (3.54) de secciones transversales k = 0, 1,−1:
ds2 = Ω(x)
[
−f(x)dt2 + η
2dx2
f(x)
+ dθ2 + dΣ2k
]
, (6.9)
con la función métrica
f(x) =
1
l2
+ α
[
1
ν2 − 4 −
x2
ν2
(
1 +
x−ν
ν − 2 −
xν
ν + 2
)]
+
kx
Ω(x)
. (6.10)
Una identidad importante es
f
′
Ω(x) =
α
η2
+ 2k + kν
xν + 1
xν − 1 . (6.11)
Entonces la temperatura de acuerdo a la fórmula (6.6)
T =
f
′
4piη
∣∣∣∣
xh
=
1
4piηΩ(xh)
(
α
η2
+ 2k + kν
xνh + 1
xνh − 1
)
, (6.12)
donde la ecuación que define el horizonte es f(xh, η) = 0.
6.3. Transiciones de fase de agujeros negros esféricos
Como ejemplo, trabajaremos con el agujero negro de Schwarzschild-AdS (SAdS) en coor-
denadas (t, x, θ, ϕ), el que puede ser obtenido fijando el parámetro hairy ν = 1
ds2 = Ω(x)
(
−f(x)dt2 + η
2dx2
f(x)
+ dθ2 + sin2 θdϕ2
)
, (6.13)
5Esto es equivalente a decir que el radio AdS es muy grande l → ∞, tomando ese límite se puede ver
inmediatamente que las expresiones para la temperatura se reducen a (6.7)
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Ω(x) =
1
η2(x− 1)2 , f(x) =
1
l2
+
1
3
α(x− 1)3 + η2x(x− 1)2 . (6.14)
Para obtener el agujero negro de SAdS en su forma canónica, necesitamos el siguiente cambio
de coordenadas
x = 1 +
1
ηr
, x = 1− 1
ηr
. (6.15)
Tenemos dos ramas que corresponden a x ∈ [0, 1) y x ∈ [1,∞). Ya que hay algunas sutilezas
en el cálculo de la acción para la rama x ∈ [1,∞) (por ejemplo, la curvatura extrínseca
cambia de signo debido al cambio de la normal para la foliación x = constante) en lo que
sigue trabajaremos explícitamente en la rama x ∈ [0, 1]. Usando el cambio de coordenadas
(6.15) obtenemos el agujero negro de SAdS en coordenadas canónicas:
Ω(x)f(x) = F (r) = 1− µ
r
+
r2
l2
, µ =
α + 3η2
3η3
. (6.16)
En este caso, el potencial del campo escalar se reduce a V = Λ
κ
, y el parámetro de la teoría
α pasa a ser una constante de integración. Es bien conocido que la acción tiene divergencias
aún a tree level debido a la integración en un volumen infinito. Para regularizar la acción,
usaremos los contraterminos [26]:
I[gµν ] = Ibulk + IGH − 1
κ
∫
∂M
d3x
√−h
(
2
l
+
Rl
2
)
, (6.17)
donde R es el escalar de Ricci de la métrica del borde hab. Ahora calcularemos la acción
del bulk. En este caso, siendo que el campo escalar desaparece, el potencial viene a ser la
constante cosmológica: V = Λ
κ
= − 3
l2κ
. Usamos la traza del tensor de Einstein y la siguiente
combinación de las ecuaciones de movimiento
Ett − Eφφ = 0⇒ 0 = f
′′
+
Ω
′
f
′
Ω
+ 2η2 , (6.18)
Ett + E
φ
φ = 0⇒ 2κV (φ) = −
(fΩ
′′
+ f
′
Ω
′
)
Ω2η2
+
2
Ω
,
para obtener
IEbulk =
4piβ
η3κl2
[
− 1
(xb − 1)3 +
1
(xh − 1)3
]
=
4piβ
κl2
(r3b − r3h) . (6.19)
Aquí, xb y xh son las localizaciones del borde y del horizonte, y β es la periodicidad del
tiempo Euclideo que esta relacionado con la temperatura por β = T−1.
El término de superficie de Gibbons-Hawking puede ser calculado si elegimos la foliaci’on
x = constante con la métrica inducida
ds2 = habdx
adxb = Ω(x)
[−f(x)dt2 + dθ2 + sin2 θdφ2] . (6.20)
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La normal y la curvatura extrínseca son
na =
δxa√
gxx
, Kab =
√
gxx
2
∂xhab (6.21)
y la contribución de Gibbons-Hawking a la acción es
IEGH = −
2piβ
κ
[
− 6
l2η3(x− 1)3−
4
η(x− 1)−
(
α + 3η2
η3
)]∣∣∣∣
xb
= −2piβ
κ
(
6r3b
l2
+4rb−3µ
)
. (6.22)
La última contribución esta dada por el contratérmino gravitacional, el cual es un término
intrínseco de superficie que depende sólo de la geometría del borde
IEg =
2piβ
κ
[
4
l2η3(xb − 1)3 +
4
η(xb − 1) − 2µ
]
=
2piβ
κ
(
4r3b
l2
+ 4rb − 2µ
)
. (6.23)
Podemos ver que las divergencias proporcionales a rb y r3b se cancelan, y la acción regularizada
es
IE = IEbulk + I
E
GH + I
E
g =
4piβ
κl2
[
1
η3(xh − 1)3 +
µl2
2
]
=
4piβ
κl2
(
−r3h +
µl2
2
)
. (6.24)
Los cálculos para el agujero negro general con pelo (5.35), (6.53), (6.55) son muy simila-
res, pero debemos agregar un contratérmino que dependa del campo escalar [64, 78, 107].
Nosotros trabajamos con un contratérmino que es intrínseco a la geometría del borde (no
depende de la normal al borde o de las derivadas del campo escalar) [78]:
IEφ =
∫
∂M
d3xE
√
hE
(
φ2
2l
− lν
6l
φ3
)
=
4piβ
κ
[
− ν
2 − 1
4l2η3(xb − 1) +
ν2 − 1
3l2η3
]
. (6.25)
La suma de los otros tres primeros términos de la acción es6
IEbulk + I
E
surf + I
E
g = −
1
T
(
AT
4G
)
+
4piβ
κ
[
ν2 − 1
4l2η3(xb − 1) +
12η2l2 + 4αl2 − 4ν2 + 4
12l2η3
]
, (6.26)
donde A = 4piΩ(xh) es el área del horizonte. Es importante mencionar que el contratérmino
gravitacional [26] no es suficiente para cancelar la divergencia en la acción (aun queda un
término divergente proporcional a (xb−1)−1) pero cuando agregamos el contratérmino (6.25)
obtenemos la acción finita:
IE = β
(
− AT
4G
+
4pi
κ
3η2 + α
3η3
)
. (6.27)
Como ya vimos, en el límite clásico, la acción esta relacionada con el potencial termodinámico
(la energía libre F en este caso), el cual es F = IE/β = M − TS. Usando las relaciones
6En el apéndice estan las expresiones en D-dimensiones de IEbulk, I
E
surf , I
E
ct asi como la suma de estos tres
primeros términos
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termodinámicas podemos mostrar que la masa es (o comparando con la definición de la
energía libre):
M =
1
2G
(
α + 3η2
3η3
)
. (6.28)
Usando las siguientes expresiones para la temperatura y la entropía
T =
f
′
(x)
4piη
∣∣∣∣
x=xh
=
1
4piηΩ(xh)
[
α
η2
+ 2 + ν
xνh + 1
xνh − 1
]
, S =
A
4G
=
4piΩ(xh)
4G
, (6.29)
podemos verificar que la primera ley dM = TdS se satisface, considerando la ecuación del
horizonte f(xh, η) = 0
∂M
∂η
dη
dxh
= T
(
∂S
∂xh
+
∂S
∂η
dη
dxh
)
. (6.30)
Como ya mencionamos anteriormente, hay dos tipos de soluciones. Para la familia con campo
escalar positivo x ∈ [0,∞) la masa es
M = − 1
2G
(
α + 3η2
3η3
)
(6.31)
y la temperatura
T = − 1
4piηΩ(xh)
[
α
η2
+ 2 + ν
xνh + 1
xνh − 1
]
, (6.32)
con la entropía dada por la ley de área.
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6.3.1. Transición de fase a la Hawking y Don Page
El espacio-tiempo AdS en la región asintótica puede ser interpretado como una pared de
potencial y esta se comporta como una caja infinita (tiene borde conforme)7. Dado que no
es un espacio-tiempo globalmente hiperbólico es necesario imponer condiciones de borde.
El campo escalar satisface diferentes condiciones de borde dependiendo si este es positivo
o negativo, el cual corresponde a dos familias de soluciones mencionadas anteriormente8. Una
teoría clásica del campo es completamente definida cuando las condiciones de borde est’an
pre-escritas. Para cualesquiera condiciones de borde en el campo escalar, la configuración de
vacío dado por la solución del agujero negro-SAdS debe ser incluido como un estado permitido
de la teoría. Por lo tanto, en el ensemble canónico, su energía libre puede ser comparada con
la del agujero negro a una temperatura dada. Figura 1(a) muestra que, para una familia con
un campo escalar positivo, SAdS es siempre más favorable que la configuración hairy. Figura
(b) muestra el mismo fenómeno para la familia con un campo escalar negativo. Encontramos
que, para valores valores genéricos de α el comportamiento cualitativo de los diagramas de
fase no cambia.
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0.2
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(a) (a)
1 2 3 4
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0.2
0.3
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(b) (b)
Figura 6.1: (a) Energía libre adimensional versus temperatura adimensional, para diferentes
valores de ν y α = −10l−2 y campo escalar positivo. Los gráficos son para ν = 1, ν = 1,9
y ν = 3 (de abajo acia arriba). La energía libre de Schwarzschild AdS (ν = 1) tiende a
cero cuando T tiende a infinito. La energía libre de los agujeros negros con pelo tienden
a una constante a temperatura infinita. (b) Energía libre adimensional versus temperatura
adimensional, para diferentes valores de ν, α = 10l−2 y campo escalar negativo. Los gráficos
son para ν = 1, ν = 1,9 y ν = 3 (de abajo hacia arriba).
Como en el caso SAdS, aquí hay dos ramas consistentes de agujeros negros grandes y
7Ver la sección 2.2.1
8Donde el campo escalar es φ = l−1ν lnx, en el intervalo x ∈ [0, 1] el campo escalar es φ < 0. En el intervalo
x ∈ [0,∞) el campo escalar es φ > 0
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pequeños. Figuras 2(a) y 2(b) muestran la masa versus temperatura para familias con campo
escalar positivo y negativo respectivamente.
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Figura 6.2: (c) Masa adimensional versus temperatura adimensional, para diferentes valores
de ν, α = 10l−2 y campo escalar negativo. Los graficos son para ν = 1, ν = 1,9 y ν = 3
(de izquierda a derecha). Aquí es posible ver la existencia de pequeños y grandes agujeros
negros, exáctamente similar a Schwarzschild AdS.
(d) Masa adimensional versus temperatura adimensional, para diferentes valores de ν,
α = −10l−2 y campo escalar positivo. Los gr’aficos son para ν = 1, ν = 1,9 y ν = 3
(de izquierda a derecha). Aquí es posible ver la existencia de pequeños y grandes agujeros
negros, exáctamente similar a Schwarzschild AdS.
Estos gráficos nos dan información sobre el calor específico
C =
∂M
∂T
, (6.33)
que es interpretado como un cambio en la pendiente.
La rama entera de pequeños agujeros negros (para ambas familias) es inestable termo-
dinámicamente y tiene energía libre positiva, mientras que los agujeros negros grandes son
estables termodinámicamente y la energía libre negativa para temperaturas T > Tc.
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(a) (e) (b) (f)
Figura 6.3: (e) Temperatura adimensional versus entropía adimensional, para diferentes va-
lores de ν, α = 10l−2 y campo escalar negativo. Los gr’aficos son para ν = 1, ν = 1,9 y ν = 3
(de izquierda a derecha). Aquí es posible ver la existencia de pequeños y grandes agujeros
negros, exáctamente similar a Schwarzschild AdS.
(f) Masa adimensional versus temperatura adimensional, para diferentes valores de ν,
α = −10l−2 y campo escalar positivo. Los gr’aficos son para ν = 1, ν = 1,9 y ν = 3
(de izquierda a derecha). Aquí es posible ver la existencia de pequeños y grandes agujeros
negros, exáctamente similar a Schwarzschild AdS.
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A diferencia de los agujeros negros planares, para el cual no existen transiciones de fase
de primer orden respecto AdS. Las soluciones de agujeros negros con pelo escalar y horizonte
esférico, existen transiciones de fase de primer orden respecto a AdS a temperatura finita
— las soluciones de los agujeros negros grandes que tienen energía libre negativa respecto a
AdS son claramente preferidas.
6.3.2. Discusión
Desde el punto de vista de la dualidad AdS/CFT, el estudio de la termodinámica de
agujeros negros asintóticamente AdS es relevante para entender los diagramas de fase de
algunas teorías duales del campo holográficas. Investigamos la termodinámica de una clase
general de agujeros negros con pelo con condiciones de borde para el campo escalar de masa
conforme m2 = −2/l2, los cuales preservan las isometrías de AdS. Es importante remarcar
la cercana similitud que observamos con la estructura familiar del agujero negro SAdS.
Los agujeros negros grandes son termodinámicamente estables, y los pequeños tienen calor
específico negativo.
Calculamos la acción Euclidea (y el potencial termodinámico) usando el formalismo cua-
silocal suplementado con contratérminos. Usando esos resultados, mostramos que existen
transiciones de fase de primer orden entre AdS térmico y el agujero negro con pelo. Por otro
lado, comparando la energía libre del agujero negro con pelo con el de la solución SAdS, se
muestra que el agujero negro SAdS es siempre preferido.
6.4. Transiciones de fase de agujeros negros planares
En esta sección construimos soluciones neutras de solitones con pelo escalar en un espacio-
tiempo asintóticamente AdS [11]. Este análisis es importante en el contexto de la dualidad
AdS/CFT porque las soluciones del bulk corresponden a fases de la teoría dual del campo
[14].
Consideramos teorías de gravedad acoplados m’inimamente a un campo escalar con un
potencial V (φ). Siendo que para la misma auto-interacción existen distintas condiciones de
borde para el campo escalar (que pueden o no romper la simetría conforme), uno puede
especificar la teoría del campo [48] con un potencial efectivo [48, 61, 96].
Diferentes foliaciones del espacio-tiempo AdS llevan a diferentes definiciones del tiempo
y por lo tanto a distintos Hamiltonianos de la teoría del campo dual. Ya que el clásico back-
ground de (super)gravedad, con posibles correcciones α′ , es equivalente a una teoría cuántica
gauge en el correspondiente cascarón9, uno espera diferentes teorías gauge físicamente dis-
tintas para distintas foliaciones. De hecho cuando la topología del horizonte es Ricci-plano
y sin direcciones compactas, no existen transiciones de fase de primer orden similares a las
transiciones de fase de Hawking-Page [112] que existen para agujeros negros esféricamente
simétricos.
9Se refiere a una de las hiper-superficies, definidas por una folicación tipo-tiempo (r = R = constante).
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Sin embargo, cuando algunas de las direcciones espaciales son compactificadas asintóti-
camente en un círculo, uno espera la existencia de una energía negativa de Casimir de una
teoría del campo no-supersimétrica que vive en la topología correspondiente. Horowitz y
Myers mostrarón en [113] que, de hecho, existe una solución (bulk) gravitacional apodado
como AdS solitón10 con una energía mas baja que el de AdS. Esta solución fue obtenida por
una doble continuación analítica (una en la coordenada temporal y la otra en una de las
direcciones angulares compactificadas) del agujero negro planar. Esta encaja de una manera
muy bonita con la propuesta de Witten [14] donde una teoría gauge no-supersimétrica de
Yang-Mills puede ser descrita dentro de la dualidad AdS/CFT compactificando una de las
direcciones e imponiendo condiciones de borde antiperiódicas para los fermiones alredor del
círculo.
Los solitones AdS neutros con pelo escalar fueron previamente analizados (ver, e.g. [114,
115, 116, 117, 118, 119, 120]), aunque varios de esos estudios usan m’etodos numéricos. Por lo
tanto, es interesante encontrar ejemplos de solitones AdS con pelo analíticos e investigar sus
propiedades genéricas. En años recientes, estas soluciones analíticas fueron construidas, por
ejemplo en [5, 24, 55, 93, 104, 121, 122]. De allí que la construcción de soluciones analíticas si
es posible. Usamos una de las soluciones exactas particulares de agujeros negros obtenidas en
[5, 24] y obtendremos los correspondientes solitones usando la doble continuación analítica
como en [113]. Los solitones con pelo AdS son los candidatos del estado ground de la teoría
[123].
Ya que el solitón AdS es la solución con la energía mínima dentro de condiciones de
borde dadas [124, 125], es natural investigar la existencia de transiciones de fase respecto
a este background térmico. En un bonito trabajo [126], mostrarón que existe transiciones
de fase de primer orden entre los agujeros negros planares y el solitón AdS. Construimos el
solitón AdS con pelo y calculamos su masa por el m’etodo de Balasubramanian y Kraus [26]
suplementado con contratérminos extra para el campo escalar como fue propuesto en [2].
Investigamos la existencia de transiciones de fase de primer orden respecto al solitón AdS
con pelo y discutimos el efecto del pelo en el comportamiento termodinámico.
6.4.1. AdS solitón
Comenzaremos con una pequeña revisión de [126]. Sin embargo, para conectar este aná-
lisis con el resto de la sección, los cálculos se harán usando el m’etodo de contratérminos de
Balasubramanian y Krauss [26]. Consideramos la acción usual para la gravedad suplemen-
tado con el contratérmino gravitacional11 propuesto en [26]
I[gµν ] =
∫
M
d4x (R− 2Λ)√−g + 2
∫
∂M
d3x K
√−h−
∫
∂M
d3x
4
l
√−h , (6.34)
10Como veremos más adelante, una de las direcciones de la métrica del solit’on es periódica por lo que
puede interpretarse como un número topológico que caracteriza la métrica del solitón. Además esta tiene
una energía. Esto encaja dentro del concepto de solitón en física no lineal y teoría cuántica de campos.
11Aquí el término de la curvatura escalar de Ricci es nulo R = 0. Debido a que la métrica del borde
(r =∞) es plano i.e. Rabcd = 0.
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donde Λ = −3/l2 es la constante cosmológica (l es el radio de AdS), 16piG = 1 con G la
constante gravitacional de Newton, el segundo término es el término de borde de Gibbons-
Hawking, y el último término es el contratérmino gravitacional. Aquí, h es el determinante
de la métrica inducida del borde y K es la traza de la curvatura extrínseca. La solución del
agujero negro planar es
ds2 = −
(
−µb
r
+
r2
l2
)
dt2 +
(
−µb
r
+
r2
l2
)−1
dr2 +
r2
l2
(dx21 + dx
2
2) , (6.35)
donde µb es el parámetro de masa y consideraremos las coordenadas compactificadas 0 ≤
x1 ≤ Lb and 0 ≤ x2 ≤ L 12. La normalización es tal que la coordenada temporal y las
coordenadas x1 y x2 tienen la misma dimensión y de esta manera la continuación analítica
para obtener el soliton AdS produce la misma geometría del borde.
El rol de contratérmino es cancelar la divergencia infraroja de la acción de esta forma el
resultado final es finito13:
IEb =
2LLbβb
l4
(
−r3h +
µbl
2
2
)
= −LLbβbr
3
h
l4
. (6.36)
El radio del horizonte es denotado por rh y βb es la periodicidad del tiempo Euclideo que
esta relacionada a la temperatura del agujero negro por:
T = β−1b =
(−gtt)′
4pi
∣∣∣∣
r=rh
=
3rh
4pil2
. (6.37)
Usando las relaciones termodinámicas usuales y la energía libre F = IEb /βb, obtenemos la
energía y entropía del agujero negro planar:
E = −T 2∂I
E
b
∂T
=
2LLbµb
l2
, (6.38)
S = −∂(I
E
b T )
∂T
=
LLbr
2
h
4l2G
=
A
4G
. (6.39)
Por completitud, presentaremos el cuasi-local stress tensor de Brown and York [36]. Este
tensor esta relacionado con el stress tensor de la teoría del campo dual, salvo un factor
conforme. Considerando la folicación r = R = constante. La m’etrica del bulk esta asociada
con una estructura conforme en el borde y la geometría donde la teoría del campo esta
definida se relaciona con la geometría del borde mediante una trasformación conforme:
ds2dual =
l2
R2
ds2 = γabdx
adxb = −dt2 + dx21 + dx22 . (6.40)
El stress tensor dual es [37]
〈τ dualab 〉 = l´ım
R→∞
R
l
τab =
µb
16piGN l2
[3δ0aδ
0
b + γab] , (6.41)
12El horizonte es un toro: S1 × S1.
13Este cálculo se puede hacer usando directamente el método propuesto en la sección 5.2
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donde τab es el Brown-York stress tensor. Vemos que el stress tensor dual es similar a la de
un gas térmico de part’iculas sin masa, y como es de esperarse, su traza es cero 〈τ dual〉 =
〈τ dualab 〉γab = 0. La energía es la carga conservada asociada con la isometría (de la métrica del
borde) generada por el vector de Killing ξa = (∂t)a. Obtenemos
E = Qξt =
∫
dΣiτijξ
j =
LLb
l2κ
[
µb +
l2
4R
+O(R−2)
]
, (6.42)
que esta en acuerdo con (6.38). El solitón AdS fue obtenido en [113]
ds2 = −r
2
l2
dτ 2 +
(
−µs
r
+
r2
l2
)−1
dr2 +
(
−µs
r
+
r2
l2
)
dθ2 +
r2
l2
dx22 , (6.43)
usando una doble continuación analítica t→ iθ, x1 → iτ de la métrica agujero negro planar
(6.35). Para distinguir de la solución del agujero negro, denotamos por µs el parámetro de
masa del solitón AdS y, en la sección Euclidea (τ → iτE), la periodicidad es 0 ≤ τE ≤ βs.
Para obtener una solución Lorentziana regular, la coordenada r esta restringida a rs ≤ r,
donde
−µs
rs
+
r2s
l2
= 0. (6.44)
Para evitar la singularidad cónica en el plano (r, θ), imponemos la siguiente periodicidad14
para θ:
Ls =
4pi
√
gθθgrr
(gθθ)
′
∣∣∣∣
r=rs
=
4pil2
3rs
. (6.45)
La acción on-shell Euclidea y la masa del solitón AdS pueden ser obtenidas de forma similar
al del agujero negro (pero no presentaremos los detalles aqu’i):
IEs = −
LLsβsµs
l2
(6.46)
y la masa puede ser obtenida usando las relaciones termodinámicas con la energía libre
F = IEs /βs = M (o del tensor de stress cuasilocal) y el resultado es
M = −LLsµs
l2
. (6.47)
La masa del solitón AdS corresponde a la energía Casimir asociada a las direcciones com-
pactas de la teoría dual en el borde y es negativa [113]. Las energías libres (acción on-shell)
del agujero negro y del solitón respectivamente (6.36),(6.46) son negativas de allí que son
termodinámicamente estables (no hay transiciones de fase) respecto al background AdS.
En [126] se muestra que existen transiciones de fase de primer orden entre agujeros
negros y el solitón AdS. Con toda la información obtenida hasta ahora, es sencillo verificar
14Esta fórmula se demostró en la sección 6.2
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la existencia de las transiciones de fase de primer orden15. Para comparar las soluciones
Euclideas, debemos imponer las mismas condiciones de periodicidad, las cuales en el borde
(r →∞) son: βb = βs y Ls = Lb. Comparemos ahora las acciones on-shell (6.36),(6.46), esto
equivale a comparar las energías libres:
∆I = IEb − IEs =
L
2κl4
(
4pil2
3
)3
Lbβb(L
−3
s − β−3b ) =
L
2κl4
(
4pil2
3
)3
Lbβb
(
1
L3s
− T 3
)
. (6.48)
El cambio de signo es indicación de una transición de fase a primer orden entre el agujero
negro planar y el solitón AdS. Vemos que a diferencia de la transición de fase Hawking-Page
para agujeros negros esféricos AdS, esta es controlada por la proporción rh/l (parámetro de
orden), en el caso planar la proporción rh/rs es relevante16. Por consiguiente debemos com-
parar la periodicidad del tiempo Euclideo (el inverso de la temperatura) con la periodicidad
de las coordenadas compactas obtenidas por la doble continuación analítica.
Para los agujeros negros esféricos AdS [14, 112], cuando rh < l el espacio-tiempo AdS a
temperatura finita domina y cuando rh > l los agujeros negros grandes son térmicamente
estables. Para el caso planar, hay cambio drástico [126]. Esto es, la estabilidad del agujero
negro planar no depende sólo de la temperatura, tambien depende de su tamaño. Escribiendo
el área del agujero negro A = LLbr2h/l2 en términos de T y Ls como en [126], encontramos
la proporción
A
T l3
=
L
l
(
4pi
3
)2
LsT . (6.49)
Si Al−2 << Tl (y L del mismo orden del radio AdS l) entonces LsT << 1, y usando (6.37)
y (6.45) se verifica que rh << rs y F > 0, lo que significa que los agujeros negros pequeños y
calientes (respecto a rs) son inestables y decaen a agujeros negros pequeños. Por otro lado, si
Al−2 >> Tl entonces LsT >> 1, y usando (6.37) y (6.45) obtenemos rs << rh y F < 0, esto
es una indicación de que los agujeros negros grandes y fríos son estables. Cuando A ∼ T l3 el
solitón y el agujero negro estan en equilibrio e incluye los casos cuando son fríos y pequeños
o grandes y calientes. El punto crítico es cuando ∆I = 0, para el cual 1 = LsT y rh = rs.
Note que la transición de fase esta controlada por el parámetro adimensional z = TLs.
15La transición de fase de primer orden plantea que la derivada de la energía libre es discontínua, para
nuestro caso S = −∂F/∂T . Entonces quiere decir que la entropía es discontinua en el punto crítico definido
por F = 0 y que respecto a ese punto crítico la energía libre es F > 0 (térmicamente inestable) o F < 0
(térmicamente estable).
Para el caso de transiciones de fase de segundo orden, la primera derivada de F es continua pero la segunda
derivada es discontinua.
16Recuerde que rh es radio del horizonte del agujero negro y rs es el radio mínimo que la métrica del
solitón puede describir rs ≤ r .
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6.4.2. Solitón AdS con pelo
Consideramos las soluciones regulares exactas de agujeros negros con pelo escalar [5, 24,
25]. La acción es
I[gµν , φ] =
∫
M
d4x
√−g
[
R− (∂φ)
2
2
− V (φ)
]
+ 2
∫
∂M
d3xK
√−h (6.50)
y estamos interesados en el siguiente potencial moduli: 17
V (φ) =
Λ(ν2 − 4)
3ν2
[
ν − 1
ν + 2
e−φlν(ν+1) +
ν + 1
ν − 2e
φlν(ν−1) + 4
ν2 − 1
ν2 − 4e
−φlν
]
(6.51)
+
2α
ν2
[
ν − 1
ν + 2
sinhφlν(ν + 1)− ν + 1
ν − 2 sinhφlν(ν − 1) + 4
ν2 − 1
ν2 − 4 sinhφlν
]
.
Nos concentraremos en el caso concreto de ν = 3. Sin embargo, los solitones AdS con pelo
para otros valores de ν probablemente también existen, pero el análisis es técnicamente más
complicado y no lo presentaremos en el presente trabajo. En este caso el potencial del campo
escalar vienea a ser
V (φ) =
2Λ
27
(
5e−φ
√
2 + 10eφ
√
2/2 + 16e−φ
√
2/4
)
(6.52)
+
4α
45
[
sinh
(
φ
√
2
)
− 10 sinh
(
φ
√
2/2
)
+ 16 sinh
(
φ
√
2/4
)]
.
El potencial tiene dos partes que son controladas por los parámetros Λ y α. Asintóticamente,
donde el campo escalar desaparece, justamente el parámetro Λ sobrevive y esta relacionado
con el radio AdS como Λ = −3l−2. Usando el ansatz para la métrica dada en (5.35), las
ecuaciones de movimiento pueden ser integradas para el factor conforme [5, 24, 25, 95]
Ω(x) =
9x2
η2(x3 − 1)2 . (6.53)
Con esta elección del factor conforme, es sencillo obtener las expresiones para el campo
escalar
φ(x) = 2
√
2 lnx (6.54)
y la función métrica
f(x) =
1
l2
+ α
[
1
5
− x
2
9
(
1 + x−3 − x
3
5
)]
. (6.55)
17Para algunos de los valores particulares de los parámetros, viene a ser una de las truncasiones de ω-
deformed gauged N = 8 supergravedad [127] , ver [6, 59, 60].
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Donde η es sólo una constante de integración. El parámetro α es positivo para x < 1 y
negativo para x > 1. Nos concentraremos en el caso x < 1. El borde conforme esta en x = 1,
donde la métrica viene a ser
ds2 =
R2
l2
[
−dt2 + dx21 + dx22
]
. (6.56)
Usaremos la siguiente notación para el factor conforme:
R2 ≡ 1
η2(x− 1)2 . (6.57)
La geometría donde la teoría dual vive tiene la métrica
ds2dual =
l2
R2
ds2 = γabdx
adxb = −dt2 + dx21 + dx22 . (6.58)
La acción Euclidea regularizada para estos agujeros negros fue obtenida en [2, 128] (ver,
también, [129]) (en lo que sigue usaremos la siguientes notaciones similares a la anterior
sección para βb y Lb):
IEBH = βb
(
− AT
4GN
+
2LLb
l2
α
3η3
)
= −LLbαβb
3l2η3
, (6.59)
donde el área del horizonte y la temperatura del agujero negro son
A = LLbΩ(xh)
l2
, T =
α
4piη3Ω
. (6.60)
La masa del agujero negro es [2, 39]
Mb =
2LLbµb
l2
, µb =
α
3η3
(6.61)
también se puede verificar usando las relaciones termodinámicas usuales, y por supuesto
se verifica la primera ley. Ahora construiremos el solitón AdS. Usando de nuevo la doble
continuación analítica x1 → iτ y t→ iθ en (5.35), la métrica viene a ser
ds2 = Ωs(x)
[
−dτ
2
l2
+
λ2dx2
f(x)
+ f(x)dθ2 +
dx22
l2
]
. (6.62)
De manera similar al agujero negro con pelo, el factor conforme (6.53) es
Ωs(x) =
9x2
λ2(x3 − 1)2 , (6.63)
pero ahora denotaremos la constante de integración con λ para distinguir de la constante
de integración η del agujero negro. Para evadir la singularidad cónica en el plano (x, θ),
imponemos la periodicidad:
Ls =
4piλ
f ′
∣∣∣∣
x=xs
=
4piλ3Ωs
α
, (6.64)
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donde xs es el mínimo valor de x, concrétamente la raíz mayor de f(xs) = 0. Después de
imponer la periodicidad en θ y restringir la coordenada x de tal forma que la métrica es
Lorentziana, obtendremos una solución regular bien definida Usaremos el metodo de [2] para
calcular la acción regularizada Euclidea y el resultado es
IEsoliton = −
LβsΩs(xs)
4l2GN
+
2LLsβs
l2
α
3λ3
= −LLsβs
l2
(
α
3λ3
)
, (6.65)
de donde la masa puede ser inmediatamente leída:
Msoliton = −LLsµs
l2
, µs =
α
3λ3
. (6.66)
Por completitud, calculamos el strees tensor cuasi-local de Brown y York y calculamos la
masa del solitón a partir de ella. El nuevo contratérmino para el campo escalar da una nueva
contribución al stress tensor
Iφ = −
∫
d3x
√−h
(
φ2
2l
− lν
6l
φ3
)
, τφab = −
2√−h
δIφ
δhab
. (6.67)
Entonces el stress tensor renormalizado es
τab = −1
κ
(
Kab − habK + 2
l
hab − lEab
)
− hab
l
(
φ2
2
− lν
6
φ3
)
, (6.68)
donde las componentes son:
τττ =
α(x− 1)
3λ2l
+O[(x− 1)2] , (6.69)
τθθ =
2α(x− 1)
3λ2l
+O[(x− 1)2] , (6.70)
τx2x2 = −
α(x− 1)
3λ2l
+O[(x− 1)2] . (6.71)
La métrica (6.62) en el borde esta relacionada con la métrica conforme como
ds2dual =
l2
R2
ds2 = −dτ 2 + dθ2 + dx22 , (6.72)
donde R ≡ 1/η(x − 1), y en el borde R → ∞ implica x → xb. Entonces el stress tensor de
la teoría dual al solitón es:
〈τ dualab 〉 = l´ım
R→∞
R
l
τab = l´ım
x→xb
[
− 1
λl(x− 1)
]
τab =
1
l2
(
α
3λ3
)
[−3δθaδθb + γab] . (6.73)
La cantidad conservada (masa del solitón) generada por el vector de Killing ξi = (∂τ )i es:
M =
∮
Σ
d2y
√
σmaτabξ
b =
LLsf
1/2Ω√−gττ (∂τ )
iτij(∂τ )
j = −LLs
l2
[
α
3λ3
+O(x− 1)
]
, (6.74)
donde la foliación es de tipo espacio τ = constante, con el vector normal y unitario: mi =
(∂t)i√−gττ ,
ds2 = σijdx
idxj = Ω(x)
[
f(x)dθ2 +
dx22
l2
]
. (6.75)
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6.4.3. Implicaciones para las transiciones de fase
En el marco de la dualidad AdS/CFT, los agujeros negros son interpretados como estados
térmicos en la teoría dual del campo. Mostraremos que existen transiciones de fase de primer
orden entre el agujero negro con pelo planar y el solitón con pelo AdS.
Con los resultados de la sección previa, estamos listos para investigar la existencia de las
transiciones de fase. 18 Nos concentraremos en el caso D = 4. Antes de comparar las acciones,
es importante puntualizar que de las definiciones de xs y xh se concluye que son iguales,
xs = xh. A primer vista, esto puede ser un poco extraño porque en general se espera estos
dependan de los parámetros de masa λ y η para el solitón y el agujero negro. Sin embargo,
en estas coordenadas poco usuales, xs y xh est’an definidas por (6.55), pero la verdadera
área del horizonte y centro del solitón est’an determinados por el factor conforme en frente
de la métrica. Este factor conforme depende del parámetro de masa, así que definimos:
r2b =
Ω(xh, η)
l2
, r2s =
Ω(xs, λ)
l2
. (6.76)
Como antes (6.48), necesitamos comparar las energía libres de las soluciones en la misma
teoría y debemos imponer las mismas condiciones de periodicidad en el borde βb = βs y
Ls = Lb. El solitón AdS con pelo tiene energía negativa (el espacio AdS en coordenadas
planares tiene masa cero) y este es el ground state de la teoría. De allí que, la energía del
agujero negro con pelo debe ser calculado respecto a este estado base y obtenemos
E = Mbh −Msoliton = LLb
l2
(2µb + µs) , (6.77)
con µb y µs definidas en (6.61) y (6.66). Las misma periodicidad del tiempo Euclideo implica
la misma temperatura. Consideramos la solución del solitón con pelo como el background
térmico:
∆F = β−1b (I
E
BH − IEsoliton) =
TLα
3l2
(
Lsβs
λ3
− Lbβb
η3
)
. (6.78)
Usando las expresiones de la temperatura del agujero negro T y la periodicidad Ls, podemos
escribir la diferencia de las energías libres como
∆F =
4piLLs
3l2
[
Ω(λ, xs)
Ls
− TΩ(η, xh)
]
=
4piL
3l2
Ω(λ, xs)
(
1− r
3
b
r3s
)
. (6.79)
Escrita en términos de la temperatura, hay un cámbio drástico comparado con el caso sin
pelo porque el factor conforme aparece explícitamente. Cláramente, el signo de esta expresión
es controlada por la razón rb/rs.
A pesar de la aparición del factor conforme, el punto crítico donde ∆F = 0 corresponde
nuevamente a la temperatura Tc = 1/Ls (esto es porque cuando ∆F = 0, µb = µs y entonces
η = λ). Esto es lo que uno espera para una teoría del campo conforme, ya que la transición
18El caso k = 1, cuando la topología del horizonte es esférico, fue estudiado en [1].
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de fase debe depender de la razón de las escalas.
Escribiendo el área del agujero negro en términos de βb y βs, encontramos que
A
T l3
=
αL
4pil5
β2bLs
η3
=
LL
l
(
λ
η
)
(6.80)
donde
L = 16pi
2
α2l4
[
9x2h
(x3h − 1)2
]3
(6.81)
Sin embargo, siendo que xh satisface f(xh) = 0, esta puede ser calculada como función
del parámetro α del potencial moduli, lo cual implica que el coeficiente L (α, l) es sólo una
función de α y l. De la definición de (6.76), uno puede fácilmente obtener rb/rs = λ/η y de
allí (6.80) puede ser reescrita en esta forma útil:
A
T l3
=
LL (α, l)
l
rb
rs
(6.82)
Aquí hay una importante diferencia en comparación con el caso sin pelo, concrétamente la
aparición de la función L (α, l). Cuando α es muy pequeño entonces L también es pequeño.
En este caso, uno puede mantener el rádio del horizonte rb del mismo tamaño que rs. Por
consiguiente, para pequeños α, no sólo los agujeros negros pequeños, también los agujeros
negros grandes son inestables y decaen a solitones AdS con pelo. Cuando el parámetro α
es grande, el comportamiento termodinámico de los agujeros negros con pelo es similar al
agujero negro planar sin pelo.
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6.4.4. Discusión
Hawking y Page mostraron que existen transiciones de fase entre el agujero negro esfé-
rico (Schwarzschild) AdS y el espacio-tiempo global (k = 1) AdS. Es bien conocido que las
transiciones de fase, ambas en el lado de la gravedad y en el lado de la teoría gauge don
sensitivas a la topología de la folicación AdS. Para los agujeros negros AdS con geometría del
horizonte planar, no existen transiciones de fase Hawking-Page respecto al espacio-tiempo
AdS. En otras palabras, la fase del agujero negro planar es siempre dominante para cual-
quier temperatura diferente de cero. Interesantemente, se mostr’o que cuando una (o más de
las direcciones) son compactas existen también transiciones de fase Hawking-Page entre los
agujeros negros planares y el solit’on AdS, el cual es obtenida por una doble continuación
analítica del agujero negro. Obtuvimos un comportamiento similar para los agujeros negros
con pelo, pero ahora el ground state corresponde al solit’on con pelo. Una importante dife-
rencia con el caso sin pelo es que la transición de fase es también controlada por el parámetro
α en el potencial escalar. Una vez que α esta fija, la teoría esta fija, pero para pequeños α
la teoría continen agujeros negros calientes (pequeños o grandes) que son inestables y de-
caen a solitones AdS con pelo. Este cambio drástico esta relacionado con el hecho de que
cuando α desaparece, la solución del agujero negro con pelo viene a ser una singularidad
desnuda. La auto-interacción del campo escalar es muy d’ebil y entonces las temperaturas
grandes pueden desestabilizar el sistema independientemente del tamaño del agujero negro.
Cuando fijamos la constante cosmológica de estas soluciones a cero, se obtienen soluciones de
agujeros negros con pelo, asintóticamente planas que son regulares. Para futuras direcciones
futuras queremos aplicar y extender el método de contratérminos para las estas soluciones
asintoticamente planas19
19Estos proyectos fueron finalizados en fechas posteriores a la tesis [133, 134] y el análisis de su inestabilida-
des fueron estudiadas en [135]. Para los lectores queremos mencionar que estos modelos fueron recientemente
embedded en SUGRA [136].
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Capítulo 7
Conclusiones
La dualidad AdS/CFT es una herramienta eficaz para obtener información de teorías
gauge fuertemente acopladas a partir de sistemas gravitacionales clásicos. En particular los
campos escalares en AdS corresponden a operadores en la teoría cuántica dual. Los agujeros
negros describen los estados térmicos de la teoría cuántica dual. En esta sección describimos
brevemente los resultados de las secciones 5 y 6 los cuales son concrétramente los resultados
del trabajo de investigación.
En la presente tesis estudiamos las condiciones de borde de un campo escalar (mínimante
acoplado a la gravedad) y de masa conforme m2 = −2/l2, para la cual ambos modos son
normalizables. Estudiamos las condiciones de borde que preservan o rompen la simetría
conforme.
Propusimos nuevos contratérminos locales para la rama logarítmica, las que nos dieron
un buen princípio variacional δI = 0. Calculamos la acción on-shell y mediante fórmulas
termodinámicas obtuvimos la entropía y energía gravitacional. Vimos que la masa tiene con-
tribución del campo escalar. Esta contribución desaparece cuando el campo escalar preserva
la simetría conforme. Calculamos el tensor de stress de la CFT a partir del tensor de stress de
Brown-York y mostramos que la anomalía de traza desaparece cuando la simetría conforme
es preservada.
Con el fin de complementar los resultados, trabajamos con el procedimiento Hamiltoniano
para obtener la energía del sistema, esto debido a que la energía es de primeros principios
la cantidad conservada asociada a la simetría de las traslaciones temporales. Vimos que la
masa calculada mediante este método da el mismo resultado que el obtenido por el método
holográfico, aún cuando la simetría conforme se rompe.
Finalmente estudiamos las transiciones de fase agujeros negros con pelo escalar y de
horizonte esférico. Mostramos que existen transiciones de fase de primer orden entre AdS
térmico y los agujeros negros con pelo. Usamos los métodos desarrollados en las secciones
anteriores para calcular la acción on-shell y las cantidades termodinámicas. Se mostr’o que,
comparando la energía libre del agujero negro (con pelo) con la solución SAdS, esta última es
siempre más estable. Para el caso de agujeros negros planares, es bien sabido que no existen
transiciones de fase, ya que la energía libre es siempre negativa. Investigaciones previas
mostraron que si compactificamos una o más direcciones es posible obtener transiciones de
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fase Hawking-Page entre agujeros negros planares y el solitón AdS. Construimos solitones
con pelo y estudiamos las transiciones de fase, respecto a este este estado ground. En este
caso el parámetro α que aparece en el potencial y que define la teoría juega un rol importante
en las transiciones de fase. Para pequeños valores de α (la autointeracción del campo escalar
es pequeña) se tienen agujeros negros calientes, grandes y pequeños, que son inestables y
decaen en solitones AdS con pelo.
7.1. Futuras direcciones
El método de contratérminos ha demostrado ser una herramienta muy eficaz para deter-
minar las cantidades conservadas de sistemas gravitacionales asontóticamente AdS, planas
y en otras diversas formulaciones de la relatividad general. Actualmente, yo y demás co-
laboradores estamos trabajando sobre transiciones de fase de agujeros negros (cargados y
con pelo escalar) asintóticamente planos. La termodinámica y los diagramas de fase de estos
agujeros negros con pelo [25, 89, 130, 131] pueden estudiarse con un método similar al de
los contratérminos [65, 66, 71]. Este atículo esta próximo a ser publicado.
Paralelamente, en colaboración con el Prof. Edelstein estamos investigando sobre las
transiciones de fase en SUGRA N = 8, y las transiciones de fase de los agujeros negros
planares respecto al solitón con pelo, para cualquier valor del parámetro pelo ν.
Otra de las interesantes direcciónes futuras sería estudiar los diagramas de fase de la
familia de agujeros negros cargados (exactos) con pelo presentados en [102]. En este caso,
uno puede estudiar ambos ensembles, canónico y gran canónico. En el ensemble canónico la
carga, el cual es una variable extensiva, debe mantenerse fija. Debido a que el espacio-tiempo
AdS con una carga fija no es solución de las ecuaciones de movimiento, es apropiado calcular
la acción Euclidea respecto al estado ground que es el agujero negro extremo en este caso
[132]. Usando argumentos similares como en [84, 85] se mostr’o en [102] que existen agujeros
negros extremos un horizonte finito y se espera que el ensemble canónico este bien definido.
Los cálculos de funciones de correlación en el contexto de la inflación pueden realizarse me-
diante procedimientos similares a los que se realizan en el contexto de la dualidad AdS/CFT.
Dada la experiencia desarrollada en el contexto de la dualidad AdS/CFT, pretendemos ex-
plorar en los diversos métodos para obtener funciones de correlación en el escenario de la
inflación.
87
Apéndice A
Acción regularizada
En esta sección usamos los símbolos νij y ν para designar a las componentes unitarias y
el determinante de la sección transversal 1. El número de dimensiones del espacio-tiempo es
D = n+ 1, donde n es el número de dimensiones del borde tipo-tiempo, r =∞ (x = 1).
A.1. Acción-bulk on-shell
Sea la acción de la gravedad acoplado minimanente a un campo escalar
I =
∫
dn+1x
√−g
[
R
2κ
− (∂φ)
2
2
− V (φ)
]
+
1
κ
∫
∂M
dnx
√−hK + Ig + Iφ . (A.1)
Las ecuaciones de movimiento para la métrica son
Gµν = κTµν , (A.2)
Gµν = Rµν − 1
2
gµνR , Tµν = ∂µφ∂νφ− gµν
[
(∂φ)2
2
+ V
]
, (A.3)
donde la traza es
G = −R(n− 1)
2
, T = −(n− 1)
[
(∂φ)2
2
+ V
(n+ 1)
(n− 1)
]
. (A.4)
De donde obtenemos
Gµν = κTµν → R
2κ
=
(∂φ)2
2
+ V
(n+ 1)
(n− 1) . (A.5)
Entonces, la acción on-shell en el sección Euclidea del bulk es
IEbulk = −
2
n− 1
∫
dn+1x
√
gEV (φ) . (A.6)
1No confundir con el parámetro hairy ν
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A.2. Sistema de coordenadas (t, x,Σk,n−1)
Aprovechamos el hecho de que las ecuaciones de movimiento en este sistema de coor-
denadas en D-dimensiones fueron obtenidas en [5] y que el cálculo de la acción on-shell
debidamente regularizada es muy sencillo en estas coordenadas. Sea el ansatz (5.35)2, donde
la sección trasversal puede ser: hiperbólica, plana, esférica (k = −1, 0, 1)
ds2 = Ω(x)
[
−f(x)dt2 + η
2dx2
f(x)
+ dΣ2k
]
. (A.7)
Las ecuaciones de movimiento en este sistema de coordenadas son
Et
t − Ex x = 0 =⇒ 2κφ′2 = D − 2
2Ω2
[
3 (Ω′)2 − 2ΩΩ′′
]
, (A.8)
Et
t − 1
D − 2g
abEab = 0 =⇒ f ′′ + D − 2
2Ω
Ω′f ′ + 2kη2 = 0 (A.9)
Et
t +
1
D − 2g
abEab = 0 . =⇒ 2κV = −D − 2
2η2Ω2
[
fΩ′′ +
D − 4
2Ω
f (Ω′)2 + Ω′f ′
]
+
k(D − 2)
Ω
.
(A.10)
Reordenamos convenientemente las ecuaciones (A.9) y (A.10)
d
dx
[Ω(D−2)/2f
′
] + 2η2kΩ(D−2)/2 = 0 , (A.11)
−2η
2ΩD/2(2κV )
D − 2 = fΩ
′′
Ω(D−4)/2 + Ω
′
(fΩ(D−4)/2)
′ − 2η2kΩ(D−2)/2 , (A.12)
combinando las dos ecuaciones anteriores se obtiene
2κV = − D − 2
2η2ΩD/2
[Ω
D−4
2 (fΩ)
′
]
′
. (A.13)
Sea la sección transversal
dΣ2k = νijdx
idxj , (A.14)
en donde det(νij) = ν y
√−g = ΩD/2η√ν. Entonces la acción on-shell para la parte del bulk
es fácilmente integrada entre xh (lugar donde se ubica el horizonte, que es la raíz mayor de
la ecuación f(xh) = 0) y xb (lugar donde se ubica el borde)
IEbulk =
βσk,n−1
2κη
[
Ω
D−4
2 (fΩ)
′
]xb
xh
. (A.15)
Definimos el área unitaria (n-1)-dimensional de la sección transversal (A.14) como simboliza-
da por σk,n−1 (para la 2-esfera es σ1,2 = 4pi). Para calcular el término de Gibbons-Hawking,
elegimos la foliciación time-like a x = constant, con la métrica inducida hµν = gµν − nµnν
habdx
adxb = Ω(x)[−f(x)dt2 + dΣ2k] , (A.16)
2Es importante aclarar que el ansatz (5.35) es para cuatro dimensiones y que para dimensiones mayores
la sección transversal tiene nuevos términos
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la normal, curvatura extrínseca y su traza K = hµνKµν son:
na =
δxa√
gxx
, Kab =
√
gxx
2
∂xhab , K =
1
2η
(
f
Ω
)1/2[
(Ωf)
′
Ωf
+ (D − 2)Ω
′
Ω
]
. (A.17)
Entonces el término de Gibbons-Hawking en la sección Euclidea es
IEGH = −
βσk,n−1
2κη
Ω(D−2)/2f
[
(fΩ)
′
fΩ
+ (D − 2)Ω
′
Ω
]
. (A.18)
Los contratérminos de Balasubramanian-Krauss necesarios para eliminar las divergencias,
para dimensiones D ≤ 7 son [50]:
Ig = −1
κ
∫
dnx
√−h
[
n− 1
l
+
lR
2(n− 2) +
l3
2(n− 4)(n− 2)2
(
RabRab − nR
2
4(n− 1)
)]
.
(A.19)
La curvatura intrínseca, tensor de Ricci, la curvatura escalar y el invariante RabRab de la
foliación time-like (A.16) son:
Rij = (n− 2)k
Ω
σij , R = k(n− 2)(n− 1)
Ω
, RabRab = (n− 2)
2(n− 1)k2
Ω2
. (A.20)
Donde la componenteRtt = 0. Dadas las cantidades geométricas calculamos el tercer término
RabRab − nR
2
4(n− 1) = −
k2
4Ω2
(n− 2)2(n− 1)(n− 4) . (A.21)
Entonces el contratérmino gravitacional de Balasubramanian-Krauss en la sección Euclídea
es
IEg =
βσk,n−1
κ
(D − 2)
l
√
ΩD−1f
(
1 +
l2k
2Ω
− l
4k2
8Ω2
)
. (A.22)
Considerando las expresiones de la temperatura y entropía, donde el área del horizonte
de eventos de dimensi’on (n − 1), es: A = σn−1,kΩ(n−1)/2|xh . Procedemos a sumar las tres
contribuciones
β−1 = T =
f
′
4piη
∣∣∣∣
xh
, S =
A
4G
, (A.23)
IEbulk + I
E
GH + I
E
g = −
1
T
(AT
4G
)
(A.24)
−σD−2,k
2κT
Ω(D−2)/2(D − 2)
[
fΩ
′
ηΩ
−
√
Ωf
2l
(
1 +
l2k
2Ω
− l
4k2
8Ω2
)]∣∣∣∣
xb
.
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A.3. Sistema de coordenadas (t, r,Σk,n−1)
Procederemos a realizar el cálculo en las coordenadas usuales, una de las ventajas es que
los resultados son más intuitivos que el caso anterior. No es necesario volver a calcular todo,
simplemente realizaremos un cambio de coordenadas, sea el ansatz estático en este nuevo
sistema coordenado
ds2 = −N(r)dt2 +H(r)dr2 + S(r)dΣ2k . (A.25)
Los sistemas coordenados (t, x,Σn−1,k) y (t, r,Σn−1,k) est’an relacionados por
Ω(x)→ S(r) , f(x)→ N(r)
S(r)
,
√
NH
ηS
dr → dx . (A.26)
El potencial es
2κV = − D − 2
2η2ΩD/2
[Ω
D−4
2 (fΩ)
′
]
′ → 2κV = − D − 2
2S
D−2
2
√
NH
d
dr
(
S
D−2
2√
NH
dN
dr
)
. (A.27)
En estas nuevas coordenadas, rh es el radio del horizonte de eventos del agujero negro tal
que es la solución mayor de N(rh) = 0 y el borde xb es rb =∞. El término del bulk es
IEbulk =
βσk,n−1
2κη
[
Ω
D−4
2 (fΩ)
′
]xb
xh
→ IEbulk =
βσk,n−1
2κ
dN
dr
S(n−1)/2√
NH
∣∣∣∣rb
rh
. (A.28)
Sea la foliación time-like r = R = constante, donde la métrica inducida es hµν = gµν −nµnν
habdx
adxb = −N(R)dt2 + S(R)dΣ2k , (A.29)
la normal, la curvatura extrínseca y la traza K = hµνKµν son
nµ =
δrµ√
grr
, Kµν =
√
grr
2
∂rhµν , K =
1
2
√
H
[
N
′
N
+ (n− 1)S
′
S
]
. (A.30)
Los términos de Gibbons-Hawking y los contratérminos gravitacionales de Balasubramanian-
Krauss en la sección Euclidea son
IEGH = −
βσk,n−1
2κη
Ω
D−2
2 f
[
(fΩ)
′
fΩ
+(D−2)Ω
′
Ω
]∣∣∣∣
xb
→ IEGH = −
σk,n−1
2κT
S
D−2
2√
NH
[
dN
dr
+(D−2)N
S
dS
dr
]∣∣∣∣
rb
,
(A.31)
IEg =
βσk,n−1(n− 1)
lκ
Ω
D−1
2 f
1
2
(
1+
l2k
2Ω
− l
4k2
8Ω2
)
xb
→ IEg =
βσk,n−1(n− 1)
lκ
S
D−2
2 N
1
2
(
1+
l2k
2S
− l
4k2
8S2
)
rb
.
(A.32)
Considerando de nuevo las expresiones para la temperatura y entropía del agujero negro,
donde el área del horizonte de eventos es A = σk,n−1S D−22 |rh
β−1 = T =
N
′
4pi
√
NH
∣∣∣∣
rh
, S =
A
4G
, (A.33)
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uno puede escribir la suma de las tres contribuciones en la acción total como
IEbulk + I
E
GH + I
E
g = −
1
T
(AT
4G
)
(A.34)
−σD−2,k
2κT
S(D−2)/2(D − 2)
[
NS
′
S
√
NH
− 2
√
N
l
(
1 +
l2k
2S
− l
4k2
8S2
)]∣∣∣∣
rb
.
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A.4. Ecuaciones de movimiento
Las ecuaciones de movimiento en las coordenadas, (t, x,Σk) y (t, r,Σk), son
2κφ′2 =
D − 2
2Ω2
[
3 (Ω′)2 − 2ΩΩ′′
]
;
2κφ
′2
D − 2 =
1
2S2
[S
′2 − 2SS ′′ ] + S
′
2S
(NH)
′
NH
(A.35)
d
dx
[
Ω
D−2
2
df
dx
]
= −2η2kΩD−22 ; d
dr
[
SD/2√
NH
d
dr
(
N
S
)]
= −2k
√
NHS
D−4
2 (A.36)
2κV = − D − 2
2η2ΩD/2
[Ω
D−4
2 (fΩ)
′
]
′
; 2κV = − D − 2
2S
D−2
2
√
NH
d
dr
(
S
D−2
2√
NH
dN
dr
)
(A.37)
y para el campo escalar
∂x[Ω
D−4
2 fφ
′
] = η2ΩD/2
∂V
∂φ
; ∂r
(
S
D−2
2 φ
′
√
N
H
)
=
√
NHS
D−2
2
∂V
∂φ
(A.38)
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Apéndice B
Tensor de stress Brown-York
Los términos de borde de la acción, son lo únicos que contribuyen al cuasilocal stress
tensor de Brown-York definido en [36]
τab ≡ 2√−h
δI
δhab
. (B.1)
Para dimensiones D = 3, 4, 5 son necesarios sólo dos contratérminos gravitacionales. Nom-
braremos Ψ a los contratérminos del campo escalar, los cuales dependen explícitamente de
las condiciones de borde del campo escalar
IGH +Ig+Iφ =
1
κ
∫
dnx
√−hK− 1
κ
∫
dnx
√−h
[
n− 1
l
+
lR
2(n− 2)
]
−
∫
dnx
√−hΨ . (B.2)
Variando esta acción, tenemos
τab = −1
κ
(
Kab − habK + n− 1
l
hab − l
n− 2Gab
)
− hab[Ψ] . (B.3)
Sea la foliación time-like r = R = constant
habdx
adxb = −N(R)dt2 + S(R)dΣ2k , (B.4)
en donde se define el tensor de Einstein Gab, que se calcula de las expresiones dadas en (A.20)
Gab = Rab− 1
2
Rhab , Gtt = (n− 2)(n− 1)
2
kN
S
, Gij = −(n− 2)(n− 3)
2
kνij . (B.5)
Entonces las componentes del stress tensor, en las coordenadas (t, r,Σk), las cuales se ex-
panden al rededor del borde rb =∞, son1
τtt = −(n− 1)
κ
[
NS
′
2S
√
H
− N
l
(
1 +
l2k
2S
)]
+N [Ψ] , (B.6)
1Estos términos son suficientes para dimensiones D = 3, 4, 5, 6, 7.
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τij =
νij
κ
[
S
2
√
H
(
N
′
N
+
S
′
S
(n− 2)
)
− (n− 1)S
l
− lk(n− 3)
2
]
− νijS[Ψ] , (B.7)
donde νij son las componentes de la sección transversal dΣ2k .
Parca calcular la energía se considera que la métrica del borde puede ser localmente escrita
en la forma ADM:
habdx
adxb = −L2dt2 + σij(dyi + Lidt)(dyj + Ljdt) , (B.8)
donde L y Li son las funciones lapso y shift respectivamente, yi son las coordenadas intrín-
secas en una hiper-superficie Σ. La geometría del borde tiene una isometría generada por el
vector de Killing ξa = (∂t)a para el cual la carga conservada es la energía gravitacional:
E = Q ∂
∂t
=
∮
Σ
dD−2y
√
σuaτabξ
b =
(∮
Σ
d2y
√
ν
)
S
D−2
2 τtt√
N
=
σk,n−1S
D−2
2√
N
τtt , (B.9)
para la métrica estacionaria, Li = 0, L2 = N , donde la integral esta asociada con la superficie
t = constante, cuya métrica inducida es
σijdx
idxj = SdΣ2k . (B.10)
El vector normal ua = (∂t)a/
√−gtt.
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Es igualmente útil tener las expresiones de las componentes del tensor holográfico en las
coordenadas (t, x,Σk,n−1)
τtt = −(n− 1)
κ
[
f 3/2Ω
′
2η
√
Ω
− Ωf
l
(
1 +
l2k
2Ω
)]
+
Ωf
κ
[Ψ], (B.11)
τij =
νij
κ
[
(Ωf)
′
2η
√
Ωf
+
(n− 2)
2η
Ω
′√
f√
Ω
− (n− 1)Ω
l
− lk(n− 3)
2
]
− νijΩ
κ
[Ψ]. (B.12)
Y la energía
E = Q ∂
∂t
=
∮
Σ
dD−2y
√
σuaτabξ
b =
σk,n−1Ω
D−2
2√
Ωf
τtt , (B.13)
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Apéndice C
Cálculo del potencial on-shell
En esta parte mostraré algunos detalles del cálculo no-trivial del potencial para el agu-
jero negro con pelo, con sección transversal plana k = 0. Para el caso esférico k = 1 el
procedimiento (pero más tedioso) y resultado es el mismo.
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η2V (φ) = − fΩ
′′
η2Ω2
− f
′
Ω
′
η2Ω2
(C.1)
η2V (φ) = − 1
x2ν−2ν4
[
1
l2
+
α
2
(
x2+ν − 1
2 + ν
+
x2−ν − 1
2 + ν
− x2 + 1
)][
xν−1(ν − 1)2ν2 − xν−1(ν − 1)ν2
x2(xν − 1)2η2
− 4x
2ν−1(ν − 1)ν3 + 2x2ν−1ν4
(xν − 1)4η2x2 +
2x2ν−1ν3 − 4x2ν−1(ν − 1)ν3
x2η2(xν − 1)3
]
(xν − 1)4η4
− 1
2x2ν−2ν4
(
xν−1(ν − 1)ν2
xη2(xν − 1)2 −
2x2ν−1ν3
xη2(xν − 1)3
)(
x1+ν + x1−ν − 2x
)
V (φ) = − f(x)ν
2
x2ν−2ν4
(
x3ν−3ν2 + 4x2ν−3ν2 + xν−3ν2 + 3x3ν−3ν − 3xν−3ν
(xν − 1)4η2
)
(xν − 1)4η2
− f(x)ν
2
x2ν−2ν4
(
2x3ν−3 − 4x2ν−3 + 2xν−3
(xν − 1)4η2
)
(xν − 1)4η2
− αη
4(xν − 1)4
2x2ν−2ν4
(
− ν
2
η2(xν − 1)3
)(
x2ν−2(ν + 1) + xν−2(ν − 1)
)(
x1+ν + x1−ν − 2x
)
V (φ) = −f(x)x
−ν
xν2
(
x2ν(ν + 1)(ν + 2) + 4xν(ν2 − 1) + (ν − 1)(ν − 2)
)
+
α(xν − 1)
2ν2xν−1
x2ν−2
xν−1
(
x1+ν + x1−ν − 2x
)(
x−ν(ν − 1) + (ν + 1)
)
V (φ) = −f(x)
2xν2
(
2xν(ν + 1)(ν + 2) + 8(ν2 − 1) + 2x−ν(ν − 1)(ν − 2)
)
+
α
2ν2xν−1
(xν − 1)
(
1 + ν + x−ν(ν − 1)
)
(1 + x2ν − 2xν)
V (φ) = −f(x)
2xν2
(
2xν(ν + 1)(ν + 2) + 8(ν2 − 1) + 2x−ν(ν − 1)(ν − 2)
)
− α
2ν2xν−1
(xν − 1)2
(
2− xν(ν + 1) + x−ν(ν − 1)
)
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Donde f(x) = f(elνφ) es la función métrica, y es posible simplificar aún más
V (φ) = −e
−lνφ
2ν2
[
1
l2
+
α
2
(
e(2+ν)lνφ − 1
2 + ν
+
e(2−ν)lνφ − 1
2− ν − x
2 + 1
)][
8(ν2 − 1) (C.2)
+ 2(ν + 1)(ν + 2)eνlνφ+
2(ν − 1)(ν − 2)e−νlνφ
]
− αe
lνφ
2ν2
(
exp
νlνφ
2
− exp−νlνφ
2
)2[
2− eνlνφ(ν + 1) + e−νlνφ(ν − 1)
]
V (φ) = −(ν
2 − 4)
l2ν2
[
ν − 1
ν + 2
e−φlν(ν+1) +
ν + 1
ν − 2e
φlν(ν−1) + 4
ν2 − 1
ν2 − 4e
−φlν
]
− α
2ν2
[
e(ν+2)lνφ
2 + ν
− e
(2−ν)lνφ
ν − 2 − e
2lνφ +
ν2
ν2 − 4
][
4(ν2 − 1)e−lνφ + (ν + 1)(ν + 2)e(ν−1)lνφ+
(ν − 1)(ν − 2)e−(ν+1)lνφ
]
− α
2ν2
(eνlνφ − 2 + e−νlνφ)[2elνφ − e(ν+1)lνφ(ν + 1) + e(1−ν)lνφ(ν − 1)]
V (φ) = VΛ(φ)− α
2(ν2 − 4)
[
ν2(elνφ(ν−1) − elνφ(ν+1) − elνφ(ν−1) + e−lνφ(ν+1) + 4e−lνφ − 4elνφ)+
3ν(eφlν(ν−1) + eφlν(ν+1) − e−φlν(ν−1) − e−φlν(ν+1))
+ 2(eφlν(ν−1) − eφlν(ν+1) − e−φlν(ν−1) + e−φlν(ν+1))− 4e−lνφ + 4elνφ
]
V (φ) = VΛ(φ)− α
2(ν2 − 4)
[
(2ν2 + 6ν + 4) sinhφlν(ν − 1)− (2ν2 − 6ν + 4) sinhφlν(ν + 1)
+ 8(1− ν2) sinhφlν
]
V (φ) =
Λ(ν2 − 4)
3ν2
[
ν − 1
ν + 2
e−φlν(ν+1) +
ν + 1
ν − 2e
φlν(ν−1) + 4
ν2 − 1
ν2 − 4e
−φlν
]
+ α
[
ν − 1
ν + 2
sinhφlν(ν + 1)− ν + 1
ν − 2 sinhφlν(ν − 1) + 4
ν2 − 1
ν2 − 4 sinh lνφ
]
Como puede verse, este potencial no depende de η la constante de integración. Esta
desaparece a medida que uno va simplificando. Entonces la teoría queda definida por los
parámetros Λ, α, ν,G. Donde Λ es la constante cosmológica, α es un nuevo parámetro de la
teoría, ν es el parámetro hairy y G es la constante de Newton.
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Apéndice D
Formas diferenciales
Una forma diferencial de orden r o r-forma, es un tensor totalmente antisimétrico del
tipo (0, r) el cual se define en el espacio cotangente T ?M de la variedadM de dimensión D.
El producto cuña (que es una base para las 2-formas) se define como,
dxµ ∧ dxν = dxµ ⊗ dxν − dxν ⊗ dxµ. (D.1)
La base de un espacio vectorial de las p-formas diferenciales, denotado por Λp(M).
dxµ1 ∧ . . . ∧ dxµp =
∑
σ
(−1)|σ|dxσ(µ1) ⊗ . . .⊗ dxσ(µp), (D.2)
donde σ denota la permutación de índices. Entonces, sea la forma H ∈ Λp(M) que puede
ser escrita en la base
H =
1
p!
Hµ1...µpdx
µ1 ∧ . . . ∧ dxµp . (D.3)
Por ejemplo, el campo gauge del electromagnetismo es una 1-forma,
A = Aµdx
µ. (D.4)
El tensor de fuerza del campo electromagnético es es una 2-forma,
F =
1
2
Fµνdx
µ ∧ dxν . (D.5)
La derivada exterior d = dxµ ∧ ∂µ es un operador que mapea d : Λp(M) → Λp+1(M).
Se puede mostrar para el campo electromagnético que el tensor de fuerza F es la derivada
exterior del campo gauge, F = dA.
El dual de Hodge definida en la variedadM (de dimensión D) equipada con la métrica gµν
es el mapeo ? : Λ(M)p → Λ(M)D−p. El dual de Hodge actuando sobre la base de las formas
diferenciales es,
?(dxµ1 ∧ . . . ∧ dxµp) =
√−g
(D − p)!
µ1...µp
νp+1...νD
dxνp+1 ∧ . . . ∧ dxνD . (D.6)
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Donde µ1...µD es la densidad de Levi-Civita, tal que µ1...µD = (+1,−1, 0) dependiendo de
las permutaciones. Finalmente, el elemento de volumen se puede expresar como,
dV = dDx
√−g =
√−g
D!
µ1...µDdx
ν1 ∧ . . . ∧ dxνD . (D.7)
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